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R E S UMO
Neste t r ab a lh o  faz-se  o a justamento de uma rede de t r i a j i  
gulação geodés i ca ,  pelo método de v a r i a ç ã o  de coordenadas,  com 
e sem in junções  i n i c i a i s .  Quando essas são f o r n e c i d a s ,  o ajusta^ 
mento é r e s o l v i d o  pela á lgebra  de Ca y l e y .  Quando a escala, a oriein 
taçao e a f i x a ç ã o  da rede ao e l i p s õ i d e  são sup r imidas ,  no todo 
ou em p a r t e ,  então o a justamento é r e s o l v i d o  com a a p l i c a ç ã o  de 
pseudo-i n v e r s a s .
S UMMA R Y
In t h i s  work the adjustment  of  a geodet ic  network t r i a n ­
g u l a t i o n  i s  performed by the method of  v a r i a t i o n  of  coordinates, 
w i th  or w i thout  i n i t i a l  c o n s t r a i n t s .  When c o n s t r a i n t s  a re  given, 
the adjustment  i s  obta ined through C a y l e y ' s  a l geb ra .  When the 
s c a l e ,  the o r i e n t a t i o n  and the f i x a t i o n  on the e l l i p s o i d  are 
omitted e i t h e r ,  " i n  totum" or in p a r t s ,  the adjustment  is detej^ 
mined by app ly ing  the pseudoinve rse  of a ma t r i x .
1 - INTRODUÇÃO
Dentre os métodos e x i s t e n t e s  que permitam o ajustamento 
de t r i a n g u l a ç õ e s  geodés i cas ,  d i v e r s a s  são as v a r i a n t e s  que pos - 
s i b i l i t a m  a obtenção de r e su l t ados  mais ou menos p rec i sos  con­
soante as premissas cons ide radas .
A pesquisa r e a l i z a d a  neste t r a b a l h o ,  ao se comparar o mé 
todo de v a r i a ç ã o  de coordenadas,  para t r i a n g u l a ç õ e s  geodés i cas ,  
com e sem in junções  i n i c i a i s  pretende most ra r  os re su l t ados  ob­
t idos  v i a  á lgebra de Cay ley  e v i a  pseudo-inversa  respect ivamen- 
t e .
Assim, no c a p i t u l o  segundo apresenta-se  a c l a s s i f i c a ç ã o  
e as e s p e c i f i c a ç õ e s  das t r i a n g u l a ç õ e s  geodés i cas ,  a reso luçãode  
t r i â n g u lo s  geodésicos e o t r a n s p o r t e  de coordenadas no e l i p s õ i -  
de. Estas  explanações dão lugar  a obtenção das coordendas apro­
ximadas e ao es t abe lec imento  de c r i t é r i o s  para a determinação 
das v a r i â n c i a s  das observações e das in junções  que são requisi_ 
tos bãsi c o s .
A s e g u i r ,  no c a p i t u l o  t e r c e i r o  desenvo lve-se  as equações 
de observação,  as de i n j u n çã o ,  a a p l i c a ç ã o  do método dos m ín i ­
mos quadrados,  a reso lução do s i stema de equações normais e a l ­
gumas propr iedades e s t a t í s t i c a s  para reconhecer  a fo rça  da alea^ 
t o r i ed ade  dos r e s u l t a d o s .  0 desenvolv imento desses assuntos f a ­
cul tam os meios pe rmi t idos  para o a justamento de uma t r i a n g u l a ­
ção geodésica  a t ra vé s  do método de v a r i a ç ã o  de coordenadas.
F ina lmente ,  no c a p í t u l o  quar to apresenta-se  a metodolo­
gia seguida na pesquisa e os re su l t ados  a l cançados do ajustamen
to de um t recho  da rede de t r i a n g u l a ç ã o  b r a s i l e i r a  quando se
faz as seguin tes  cons ide rações :
a)  as coordenadas de v é r t i c e s  conhecidos não são a j u s t a ­
das;
b) as coordenadas,  supra r e f e r i d a s ,  são t r a t ad as  como ijn 
junções r e l a t i v a s  de posi ção e s u j e i t a s  a co r r e ç ões ;
c )  as mesmas coordenadas são t r a t adas  como parâmetros li  ̂
vr  es ;
d)  em out ras  s i t u a ç õ e s ,  um azimute de Lap la ce  e uma base 
são descons iderados ,  em pa r t e  ou na sua totalidade, com
ou sem in junções  r e l a t i v a s  de pos i ção ,  perfazendo t o ­
das as combinações p o s s í v e i s .
Espera-se que os r e su l t ado s  desses a justamentos mostrem 
as vantagens e desvantagens dos métodos aqui u t i l i z a d o s .
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2 - TRIANGULAÇÃO GEODÉSICA
2.1 - In t roduçao
A Geodésia i  a c i i n c i a  que se preocupa em es t uda r  a f o r ­
ma e as dimensões da T e r r a *  e, ass im,  o f e r e c e r  condições para a 
c r i a ç ã o  de modelos ou de f i g u r a s  geométr icas que permitam repre 
s en t ã- la  a n a l í t i c a  ou g ra f i ca men te .
Ev identemente ,  a f i n a l i d a d e  ú l t im a  da Geodésia está  em 
dete rminar  qual é a forma dinâmica do p lane ta  T e r r a ,  j ã  que 
os modelos são s imples c r i a ç õ e s  da mente humana, os quais  têm 
conduzido o homem tão-somente a aproximações.
0 e l i p s õ i d e  de re vo lu çã o ,  também chamado b i a x i a l ,  e um 
dos modelos que permi te  es t imar  o p l ane ta  T e r r a .  E uma f i gu ra  
geométr ica  que não conduz a representações  a n a l í t i c a s  i nabordá ­
v e i s ,  a exemplo de out ros  modelos ma;i s complexos,  porém não ne­
cessa r i amente  mais exa tos .  0 e l i p s õ i d e  c a l c u l a d o  por Hayford e 
recomendado, em 1924, na Assembléia  de Madr i ,  pela Assoc iação 
Geodésica I n t e r n a c i o n a l ,  d e f i n i d o  pelos parâmetros :
a )  a = 6.378.388 m e
b ) a = 1:297 ,
foi ut i l izado durante largo período de tempo em nosso país como o e l i p s õ i ­
de de r e f e r ê n c i a .  E n t r e t a n t o ,  conforme Gemael (1972, p. 6 ) 5, em
* Modernamente essa d e f i n i ç ã o  fo i  ampl iada:  "procura também de­
te rminar  os parâmetros do campo da g ra v id ad e "  Gema el (1 98 2 ) ] 2
1967 a União de Geodis i a  e G e o f í s i c a  I n t e r n a c i o n a l  recomendou a 
u t i l i z a ç ã o  do S istema Geodésico de R e f e r ê n c i a  1967 de f i n i do  pe­
las cons t a ntes :
a ) a = 63 7 8.1 6 0 m ,
b) GM = 398.603 x 1 09 m3 s " 2 ,
c ) J 2 = 1 0827 x 1 O"7 e
d) oj = 72-921.1 51.467 x 1 0 " 15 r a d . s " 1
que, a p a r t i r  de 1981, passou a se r  u t i l i z a d o  no B r a s i l  quando o 
S istema Geodésico B r a s i l e i r o  i d e n t i f i c a - s e  ao Sul-Amer icano de 
1969 (SAD-69),  s u b s t i t u i n d o ,  ass im,  o e l i p s õ i d e  de r e f e r ê n c i a  
ca l c u l ada  por Hay ford* .  Ao longo desta D i s se r t a çã o  se rá  u t i l i z a ­
do como e l i p s õ i d e  o do S istema Geodésico de R e fe r ên c i a  1967.
Para que a Geodésia,  como c i ê n c i a ,  possa es tudar  a forma 
e as dimensões da T e r r a ,  põe em p r a t i c a  processos e métodos de 
medição com a f i n a l i d a d e  de d e f i n i r  c e r t a s  quant idades de pontos 
que s e r v i r ã o  de apoio aos levantamentos t o p o g r a f i c o s , os quais 
se incumbirão de minuc ia r  os a c id en tes  l o c a i s  ou, então,  d e t e r ­
minar os pontos de c o n t r o l e  necessá r i os  ã r e s t i t u i ç ã o  fotogramé- 
t r i c a .
P a r a  que um p a i s  possa  c o n f e c c i o n a r  as suas  c a r t a s ,  é ijn 
d i s p e n s á v e l  que pos sua  uma ma lha  s u f i c i e n t e m e n t e  r i c a  de Dontos
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* A UGGI j á  d e f i n i u  o SGR-80 
a = 6.378.1 37 m 
GM = 3.986.005 x 1 08 m3 s~2 
J 2 = 10826,3 x 10"7
de apoio.  Mas, em verdade,  a e x i s t ê n c i a  de t a i s  pontos não tem 
sõ essa f i n a l i d a d e ,  v i s t o  que os mesmos são n e c e s s á r i o s ,  tam­
bém, para d e f i n i r  as f r o n t e i r a s  do paTs. Além desses f i n s ,  po­
de-se,  a inda ,  c i t a r  a sua importânc ia  como pontos de r e f e r ê n ­
c i a  para as amarrações p 1 a ni a 1 t i  mét r i  cas com v i s t a s  ã e l a b o r a ­
ção dos levantamentos t opog rá f i c o s  de áreas urbanas e ã c o n f e c ­
ção dos mapas co r r e sp ond entes , i n d i s p e n s á v e i s ,  como c a r t o g r a f i a  
bás i ca  para o estudo,  a e laboração  e a execução de planos d i r e ­
t o r e s ,  planos v i á r i o s  e outros p ro j e tos  de engenhar ia  urbana,  
e, com i s s o ,  o f e r e c e r  cond ições ,  bem como o r i e n t a r  os t écn i c os  
e os admin i s t rado res  a tomarem dec isões  c o r r e t a s  e adequadas a 
cada caso.  Mas, no campo da h i d r o g r a f i a , para p ro je to s  de i r r i - 
gação e em out ras  áreas  da v ida  de um p a í s ,  será  sempre neces ­
s á r i a  a e x i s t ê n c i a  de uma malha r i c a  em pontos de apoio.  A exi^
t ê n c i a  de redes r i c a s  é p oss í v e l  a t r a vé s  do processo da t r i a n ­
gulação,  que c o n s i s t e  em i n t e r l i g a r  pontos do t e r r e n o ,  p r e v i a ­
mente esco lh idos  e monumentados, formando, ass im,  determinadas 
f i g u r a s  geométr i cas  ao longo de mer idianos ou p a r a l e l o s  t e r r e s
t r e s .  Cada f i g u r a  é formada por t r i â n g u l o s ,  nos quais devem se r
medidos, sempre que p o s s í v e l ,  todos os ângulos.
Pretende-se d e se n vo l v e r ,  ao longo deste c a p í t u l o ,  no que 
concerne ã t r i a n g u l a ç ã o ,  a t ra vé s  de s imples abordagem, c l a s s i f i  
cações e e s p e c i f i c a ç õ e s  t é c n i c a s ,  como e em que condições pode- 
-se s u b s t i t u i r  um t r i â n g u l o  e l i p s õ i d i c o  por um e s f é r i c o ,  como 
c a l c u l a r  o comprimento dos l ados ,  o excesso e s f é r i c o  e o erro 
de fechamento dos t r i â n g u l o s  geodés i cos .  As fórmulas necessá ­
r i a s  para o t r a n s p o r t e  de coordenadas sobre o e l i p s õ i d e  se rão ,  
também, aqui abordadas,  quando se f a l a r  das fórmulas da l a t i t u ­
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de media de Gauss e das d e P u i s s a n t ,  com a reso lução  do problema 
di re to e i n v e r s o .
2.2 - C l a s s i f i c a ç õ e s  e E s p e c i f i c a ç õ e s
Dive rsas  são as c l a s s i f i c a ç õ e s  das t r i a n g u l a ç õ e s  quanto 
as suas c a r a c t e r í s t i c a s .
Por exemplo, no que tange a forma de uma t r i a n g u l a ç ã o ,  
segundo Domingues (1979, p. 257-8)2, pode-se c l a s s i f i c a - l a  em 
cade ias  e em redes.  As p r im e i r a s  ca ra c t e r i z am -se  por ap rese n t a ­
rem uma densidade de pontos por ãrea menor do que as redes de 
t r i a n g u l a ç ã o .  A t ravés  das f i g u r a s  1 e 2 consegue-se t e r  uma no­
ção de redes e de cade ias  de t r i a n g u l a ç ã o ,  r espec t i vamen te .
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F ig .  1 - Rede de T r i a ngu la çao
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No B r a s i l ,  devido â sua grande ex tensão,  as t r i a n g u l a ­
ções tem-se desenvo lv ido  ao longo de mer id ianos .  E a e l aboração 
de redes ,  t a l  como é apresentada aqu i ,  não parece se r  v i á v e l  na 
a t u a l i d a d e .
Embora t a i s  c i r c u n s t â n c i a s ,  o- termo rede de t r i a n g u l a ­
ção se rá  usado ao longo desta  D i s se r t a ção  pretendendo e x p l i c i ­
t a r  qualquer  uma das formas aqui d e s c r i t a s .
Quanto ã p r ec i s ão  da t r i a n g u l a ç ã o ,  pode-se c l a s s i f i c á - l a
a  a  a  q
em 1-, 2- e 3- ordens.  A t r i a n g u l a ç ã o  de 1- ordem, também cha­
mada fundamental  ou bás i ca ,  executada ao longo dos mer idianos 
ou p a r a l e l o s  t e r r e s t r e s ,  é co ns t ru íd a  com o maior  grau de p r e ­
c i s ã o .  Todas as demais redes de t r i a n g u l a ç ã o  que der i va rem da
a $ cl Sfundamental  terão ordens mais e l evadas (2—  e 3— ) mas, em con­
t r a p a r t i d a ,  as p r ec i sões  serão menores.
De acordo com as normas emanadas do Departamento de Co­
mércio dos Estados Unidos (1 979, p. 4 - 5 ) \  pode-se ve r i  f icar,ai jn 
da, que na 2- e na 3- ordens e x i s t e  uma su b d iv i sã o  em c las ses  
I e I I ,  onde, na mesma ordem, a c l a s s e  mais baixa é sinônimo de 
menor p rec i s ão  em r e l ação  ã outra  mais a l t a .  A Tabela I mostra,  
de forma s u c i n t a ,  algumas e s p e c i f i c a ç õ e s  t é c n i c a s  r e f  erentes, tão
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T a b e l a  I - E s p e c i f i c a ç õ e s  T é c n i c a s
Ordem




C la s s e  I C la ss e  I I
Espaçamento recomendado 1 5 10 5
en t r e  duas es tações ou conforme
a d j a c e n t e s :  raramente requ e r i  do
menores que (km)
Medição de bases:
- E r ro  midio q u ad rá t i c o 1 : 1 000000 1:900000 1 :8 0 0 0 0 0
Di reções  h o r i z o n t a i s :
- Ins t rumento 0 ,2 " 0 ,2 " 1 ,0 "
- Número de pos i ções 16 1 6 12
- Ma ior  a fas tamento da
média da d i r e ção 4" 4" 5"
Fechamento dos t r i â n g u l :
- Médio 1 ,0" 1 ,2" 2 ,0"
- Máximo adm is s í ve l  num
t r i â n g u l o  i s o l a d o 3 ,0" 3 ,0" 5 ,0"
Azimutes as t ronômicos :
- Espaçamento das f i g u r a s 6 a 8 6 a 10 8 a 10
- N9 de o b s e r v . / n o i t e 1 6 16 16
- N9 de no i t es 2 2 1
- E r ro médio q u ad rá t i c o 0,45" 0,45" 0 ,6 "
-somente, ã 1- e â 2- ordens.  Aos l e i t o r e s  que se in t e r es sa rem 
por um estudo mais profundo sobre c l a s s i f i c a ç õ e s ,  er ros  médios 
quad rá t i cos  e e s p e c i f i c a ç õ e s  g e r a i s  para redes de t r i a n g u l a ç ã o ,  
sugere-se uma a n á l i s e  com maior acuidade na r e f e r ê n c i a  acima c i ­
tada.
2.3 - Resolução de T r i ângu los  Geodésicos
0 t r i â n g u l o  geodésico e a f i g u r a  geométr i ca  ob t ida  quan­
do t rês  pontos,  sobre o e l i p s õ i d e  de r e vo lu ção ,  determinarem igual 
número de geodés i cas .  Geodésicas são curvas  reversas que re p re sen ­
tam a menor d i s t â n c i a  en t r e  dois  pontos sobre a s u p e r f T c i e .e l i p -  
s õ i d i c a .
A reso lução de um t r i â n g u l o  geodés i co ,  por não haver  uma 
t r i go no met r i a  geodés i ca ,  parece que s e r i a  bastan te  l a b o r i o s a .  Pa_ 
ra minimiza r  t a l  problema, sem prejuTzo s i g n i f i c a t i v o  da e x a t i ­
dão dos r e s u l t a d o s ,  são f e i t a s  algumas s i m p l i f i c a ç õ e s ,  abordadas 
nas seções s e g u in t e s ,  as quai s p e r m i t i r ã o ,  de forma menos comple 
xa, c a l c u l a r  o comprimento dos l ados ,  o excesso e s f é r i c o  e o e r ­
ro de fechamento.
2.3.1 - Ace i t a çã o  do T r i ân gu lo  E s f é r i c o
Demonstra-se em geodésia que se pode s u b s t i t u i r  um t r i â n  
guio e l i p s õ i d i c o  por um e s f é r i c o  desde que, com o auxT l io  da l a ­
t i t u d e  do cen tro  de g rav idade  daquele ,  se c a l c u l e  o ra io  da es ­
f e r a  com a expressão
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R = /MN ( 2 . 1 ) ,
em que M e N são,  r e sp ec t i v am en te ,  os r a io s  de c ur va t u r a  das sj? 
ções mer idiana e p r ime i ro  v e r t i c a l  do e l i p s õ i d e  cons iderado c o ­
mo modelo, os quais podem se r  c a l c u l ados  com
1 0
a ( 1 - e  )
M = --------------------------------------- ( 2 . 2 )
11 2 2a ,3/2
( 1 - e  s e n  §)
N - ----------------  ( 2 . 3 ) .
, ,  2r 2 . 1 / 2  (1 -e sen cf>)
S u b s t i t u i n d o - s e  na (2 . 1 )  os r a i o s  de c u r v a t u r a  das s e ­
ções mer id iana  e p r ime i ro  v e r t i c a l  do e l i p s õ i d e  pelos va lo res  
expressos em (2 .2 )  e (2 .3 )  e fazendo-se as operações p o s s í v e i s ,  
chega-se a esta  out ra  expressão
a / T 7
R = ----------------  ( 2 . 4 ) ,
2 2 (1 -e sen <(>)
na qual f  é a l a t i t u d e  media ou do cen tro  de g rav idade  do t r i â n  
guio e l i p s ó i d i c o  e o parâmetro do radicando é a e x c e n t r i c i d a d e  
p r ime i ra  que pode se r  c a l c u l a d a  com o a u x i l i o  da expressão abai^ 
xo :
e 2 = 2a - a 2 ( 2 . 5 ) .
A s u b s t i t u i ç ã o  do t r i â n g u l o  e l i p s ó i d i c o  por um e s f é r i c o ,  
ev identemente,  tem l i m i t a ç õ e s  e Gemael ( 1 977 , p .7 .3 - 4 ) 8 deduz a
expressão abaixo:




t representa  um arco de "c i  r c u n f e r i n c i  a geodésica" des ­
c r i t a  por uma das extremidades da geodésica  s quando SÇ 
f r e  um deslocamento em azimute de A A;
t 1 representa um arco de circunferincia descrita por uma das extre
midades da geodésica s quando sofre o mesmo deslocamento em azi_
mute de AA numa esfera de mesmo raioRque o da extremidade fixa 
e
e‘ r epresen ta  a e x c e n t r i c i d a d e  segunda e seu v a l o r ,  po­
dendo-se ob te r  com o a u x í l i o  da expressão
( 1 - a ) 2
Na expressão ( 2 . 6 ) ,  para AA = 90 ° ,  o v a l o r  na tu ra l  da 
função seno se rá  a unidade e aquela poderá se r  assim expressa:
t - t '  = ±' .-s-4-s en2fli ( 2 . 8 ) ,
3
6N
com a qu a l ,  para d i f e r e n t e s l a t i t u d e s  e comprimentos de ge od és i ­
cas ,  obtém-se d i f e r e n t e s  va lo re s  de ( t - t ' ) ,  expressos em mi l íme 
t ros na Tabela I I  que são os máximos.
Tabela I I  - D i fe r en ç a  que se obtem em mm quando se substitui  uma 
geodési ca  por um arco de c i r c u n f e r ê n c i a  máxima.
1 2
( ° )  nr 1
S(km)
,0 20 30 40
-4 -3 -3 -325 5 ,8x10 1 ,1x1 0 1,5x10 1 ,7x10
50 9 ,3x1 O-3 1 ,7x l0~2 2 , 3 x l 0 " 2 ’ 2,7x1 O*2
1 00 0,15 0,28 0,38 0,43
1 50 0 ,75 1 »41 1 ,90 2*16
175 1 ,39 2 ,62 3,52 4 ,00
200 2 ,38 4 ,47 6,01 6 ,82
Com a a n á l i s e  da Tabe la  I I  e cons ide rando  que no B r a s i l  
as redes fundamentai s  muito ra ramente  te rão  geodé s i ca s  su p e r i o  
res a 50 km e que a l a t i t u d e  b r a s i l e i r a  v a r i a  de 34 °S  a 5 °N,  pô  
de-se sem s i g n i f i c a t i v o  p r e j u í z o  a ordem de grandeza dos r e s u l ­
t ados ,  s u b s t i t u i r  os t r i â n g u l o s ,  e l i p s õ i d i c o s  por  e s f é r i c o s  nas 
condições  j á  e s p e c i f i c a d a s .
2 .3 .2  - C á l c u l o  do Excesso E s f é r i c o
Con torna-se ,  assi ra,  o problema da r e s o l u ç ã o  dos t r i â n g u ­
lo s  e l i p s õ i d i c o s .  Mas os t r i â n g u l o s  e s f é r i c o s ,  da t r i a n g u l a ç ã o  
fundamen ta l ,  têm lados normalmente i n f e r i o r e s  a um t e r ç o  degrau, 
o que i m p l i c a  em f o r t e s  v a r i a ç õ e s  das d i f e r e n ç a s  t a b u l a r e s  dos 
senos ,  provocando d i f i c u l d a d e s  c o n p u t a c i o n a i s  e,  segu indo  a l i ­
nha de pensamento de Gemael (1977,  p. 7.2-9)8 , o teorema de Le- 
gendre poderá c o n t o r n a r  t a i s  i n c o n v e n i e n t e s  quando p e r m i t i r á  rjí 
s o l v e r  os t r i â n g u l o s  geodés i cos  como se fossem p l a n o s .
S e j a ,  p o r t a n t o ,  o t r i â n g u l o  e s f é r i c o  ABC com ã r ea  S e o
plano A ^ C 1 com S 1 e de lados 
considerados na f i g u r a  abaixo.
A
Fig. 3 - T r i ângu lo
homólogos do mesmo comprimento
A'
E s f é r i c o  e PI a no
0 teorema de Legendre demonstra que
S = S
A - A' = -
B - B ‘ = e
3
C - C ' = —
( 2 . 9 ) ,
onde e representa  o excesso es f é r i c o ,  o qual pode se r  ca l cu lado  
com a fórmula
e" - P-"--' S 6nA 1 (2 . 1 0 ) ,
2MN
em que
, " = —    (2 .11 )
sen 1 "
Considerando as expressões ( 2 . 2 ) ,  ( 2 . 3 )  e (2 .11 )  e subs­
t i t u i n d o  na (2 .10 )  pelos seus va lo r e s  r e s p e c t i v o s ,  apõs a execij 
ção das operações p o s s í v e i s ,  chega-se a expressão abaixo:
2 2 2
e " = (1-e sen  1 )  g Y s e nA 1 ^  ] 2 ^
2 a 2 ( l - e 2 ) s e n 1 "
que pareceu mais p r á t i c a  ao programá-la para sua u t i l i z a ç ã o  em 
minica 1cu ladoras  e l e t r ô n i c a s  de mesa.
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2.3.3  - C á l c u lo  do Comprimento dos Lados
E n t r e t a n t o ,  t an to  a fórmula (2 .10 )  como a (2 .12 )  têm os 
lados B e y  do t r i â n g u l o  p lano ,  i g u a i s  ao comprimento dos lados 
homólogos do t r i â n g u lo  e s f é r i c o ,  conforme j á  fo i  mencionado. A 
obtenção desses v a l o r e s ,  6 e y,  sÓ ê p o s s í v e l  se f o r  conhecido 
o comprimento do lado oposto ao ângulo A ' ,  i s t o  é,  se faz neces_ 
s á r i o  o conhecimento do lado a .  E, com a p l i c a ç ã o  da ana l og i a  
dos senos da t r i gonom e t r i a  p l ana ,  conforme se pode v i s i b i l i z a r  
a t ra vés  das expressões seguin tes
8 = 2 - ^ ^  (2 .13 )
sen A '
y = - --S-enL' . ( 2 . 1 4 ) ,
sen A'
to rna-se  p o s s í v e l ,  de uma forma s i m p l e s ,  a obtenção dos va lo res  
dos comprimentos dos lados 3 e y -
2.3.4  - Cá l cu lo  do Erro de Fechamento
Conforme se pode ver  em Gemael (1 978, p. 1.05)10 , uma das 
propr i edades dos t r i â n g u lo s  e s f é r i c o s  está  em a soma dos ângu­
los in t e r no s  se r  maior  do que dois  retos  e menor do que s e i s .
Ev identemente,  em qua lquer  t r i â n g u l o  e s f é r i c o ,  tem-se
A + B + C - e - 180° = 0 (2 .1 5 ) .
Mas, quando se t r a t a  de t r i a n g u l a ç ã o  geodés i ca ,  em que 
os ângulos in t e rno s  são todos medidos e, conseqüentemente,  e s ­
tão e ivados dos i n e v i t á v e i s  er ros  a c i d e n t a i s ,  então tem-se que 
adaptar  a t e o r i a  ã r e a l i d a d e  e a expressão abaixo
A + B + C - e - 1 8  0 ° = W  (2 .16)
torna-se  v á l i d a ,  onde W representa  o erro de fechamento do t r i  
ângulo e s f é r i c o  quando todos os ângulos in t e rn o s  foram ob se r v a ­
dos e cons ta ta -s e  que, d i f i c i l m e n t e ,  a condição (2 .15 )  é v e r i f i  
cada .
2.4 - T r anspo r t e  de Coordenadas no E l i p s S i d e
Considerando-se dois  pontos A e B no e l i p s õ i d e  dos quais 
se conhece:
<j>£ - 1 a t i  tude de A
- 1ongi tude de A
s - comprimento da geodés i ca  AB e
1 5
1 6
a ftD - azimute da geodesica  ABA D
e se pretende saber :
<j>D - l a t i  tude de B
D
Ag - 1ongi tude de B e
ci „ - azimute da geodésica BA ou cont ra-az i  mute de AB.BA 3
Considerando-se,  agora,  o problema i n v e r s o ,  com r e spe i to  
aos dois pontos A e B no e l i p s õ i d e ,  dos quais  se conhece:
([)̂  - l a t i t u d e  de A 
A  ̂ - l ong i t ude  de B
cf) - l a t i t u d e  de B e
D
Ag - long i tu de  de B
e se dese ja  encont ra r  os v a lo r e s  de:
s - comprimento da geodésica  AB 
- azimute da geodés i ca  AB e 
otĝ  - azimute da geodési ca  BA.
A reso lução  dos dois  problemas enunciados acima,  denomi­
nados de problema d i r e t o  e in v e r so  da geodésia geomét r i ca ,  r e s ­
pec t i vamente ,  é poss í v e l  e muitas são as fórmulas que conduzem
ã so lução ;  e n t r e t a n t o ,  vê-se,  somente, as da l a t i t u d e  média de 
Gauss e as de P u i s s a n t .
2.4.1 - Formulas da L a t i t u d e  Média de Gauss
Segundo Krakiwsky & Thomson (1 974 , p. 53-4)13 , essas fo r  
mulas foram publ i cadas  pela p r im e i ra  vez na I n g l a t e r r a  em 1861. 
Ainda a mesma fon te  informa que e l as  podem se r  u t i l i z a d a s  para 
pontos que tenham geodés i cas  e módulos de l a t i t u d e  i n f e r i o r e s  a 
40km e a 8 0 ° ,  r espe c t i v amente .  As fórmulas são:
s cos a
d<f> = --------   (2 .17 )
Mm
<J>A + d(f>
* A  +*B
m
da =









d \ = -------™ (2 .22)
N cosó m m
Ag = Aa + dX (2 .23 )
“ ba = “ ab  + da i  11 • (2 .24)
Ao serem ana l i s adas  as expressões anter iores,  cons ta ta -s e ,  
f a c i l m e n t e ,  que o v a l o r  de cj)D é obt ido  a t ra vé s  de um processo
D
i t e r a t i v o ,  sendo que numa 1- aproximação,  com o auxT l io  da (2.18) 
e da ( 2 . 1 7 ) ,  u t i l i z a - s e  a ftB no lug a r  de a m na (2 .17 )  e na (2.20). 
Com o c á l c u l o  de da, a l ca nça -se  am com a ( 2 . 2 1 ) .  Então,  vo l t a-  
-se a u t i l i z a r  da (2 .17 )  até ã ( 2 . 2 1 ) .  A través  de v a r i a s  expe­
r i ê n c i a s  r e a l i z a d a s ,  se pôde v e r i f i c a r  que no quarto passo i t e ­
r a t i v o  repetem-se os v a lo r e s  na ordem do 0,0001" para a l a t i t u ­
de. A t i n g id a  a convergênc ia  dese jada ,  pode-se,  então,  c a l c u l a r  
Ag e com o auxT l io  das (2 .22 )  a (2 .24 ) .
Com o procedimento acima e com a u t i l i z a ç ã o  de uma m i n i - 
c a l c u l a d o ra  e l e t r ô n i c a  de mesa, programável  , to rna-se  bem s im­
ples e rápido o c á l c u l o  das coordenadas geodési cas do ponto B e 
do contra-az imute  da geodésica A B .
Quanto ao problema i n v e r s o ,  com a a p l i c a ç ã o  das formulas 
da l a t i t u d e  média de Gauss,  o c á l c u l o  de s ,  e a ^ ,  ê p o s s í ­
vel  com pequenas t ransformações  nas expressões (2 .17 )  a (2 . 2 4 ) .  
Assim, pode-se obte r  com a (2 .19)  e com o auxT l io  da (2 .17)  
c a l c u l a - s e  a . A (2 .20 )  dá da e é p o ss í v e l  obter-se. com a
(2 .21 )  e, f i n a lm e n t e ,  a gA com a ( 2 . 2 4 ) .  Neste procedimento não 
são necessá r ios  processos i t e r a t i v o s  e, ass im,  o c á l c u l o  é a i n ­
da mais s imples do que no problema d i r e t o .
Pa rece  oportuno s a l i e n t a r  que as expressões de (2 .17 )  a 
(2 .24 )  são v á l i d a s  para coordenadas geodés i cas  expressas em ra- 
dianos,  para long i tudes  contadas po s i t i v am en te  a es te  do m e r i ­
diano de Greenwich e para az imutes- horá r ios  com i n í c i o  da con­
tagem no nor te  g eo g rá f i c o .
1 8
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2.4.2  - Fõrmulas de Pui s sant
De acordo com Krakiwsky & Thomsom ( 1 974, p. 43-53 )13, as 
fórmulas de P u i s s a n t ,  desenvo lv idas  pelo matemático f rancês  do 
mesmo nome, são cons ide r adas ,  ge ra lmente ,  c o r r e t a s  com lp.p .m.  
atê lOOkm. Mais uma vez parece  impor tan te  f r i s a r  que as mesmas, 
como são apresentadas ,  são v á l i d a s  para coordenadas geodésicas 
expressas em rad ianos ,  para long i tudes  contadas pos i t i v amente  a 
este  do mer idiano de Greenwich e para az imutes-horã r i  os com i ní 
c io da contagem no nor te  g eo g rá f i c o .  As fórmulas são:
Atj) - — 
NA
3 2 2 cos sen (1 31 g  ̂A  ̂ . . .s (2 .25)
d* = (A- cos aAB s . , 2—-2 ~  tg c})A sen a ftB
N A
3s-j— cos a AB S e " 2 a AB <1+3t92V  +
(1 -------------   . Acf> )
2(1 - e 2 s e n 2 <i>A)
(2 .26 )




da = 2 a rc tg
sen(f>mtg (dA/2 )
(2 .30)
cos ( dcf>/ 2 )
“ ba = “ ab  + da i  "  ( 2 -31)
Ana l i sando  as fórmulas de P u i s s a n t ,  é f á c i l  c o n s t a t a r - s e  
que se deve c a l c u l a r  e com o auxT l io  das (2 .2 )  e (2 .3) .  Em 
segu ida ,  com a ajuda da ( 2 . 2 5 ) ,  c a l c u l a - s e  uma aproximação para 
A<t>, que se u t i l i z a r á ,  então,  na ( 2 . 2 6 ) .  A l a t i t u d e  do ponto B 
se r á ,  assim,  obt ida com a u t i l i z a ç ã o  da ( 2 . 2 7 ) .  0 c á l c u l o  da 
long i tu de  pode, então,  s e r  obt ida  com a (2 .28 )  e (2 .27 )  não e s ­
quecendo que se tem de c a l c u l a r  Ng com a ( 2 . 2 ) .  Com a (2 .31 )  po 
de-se,  então,  c a l c u l a r  o azimute da geodés i ca  BA depois de se 
t e r  c a l c u l ad o  da com a ( 2 .3 0 ) .
Esse conjunto de formulas r e s o l v e  o problema d i r e t o .  Quan
t o  a o  i n v e r s o ,  p o d e  s e r  s o l u c i o n a d o  com o a u x T l i o  d a s  e x p r e s ­
s õ e s  s e g u i  n t e s :




X (2 .3 7 )
cos am sen a m
Da a n á l i s e  dessas expressões ,  so luc ion ado ras  do problema 
i n v e r s o ,  c o n c l u i - s e  que, pr imei  ramente,  se deve ob te r  <f> com a 
(2 . 1 9 ) .  Então,  com a ( 2 .2 )  e a (2 . 3 )  pode-se c a l c u l a r ,  respect i_  
vãmente, e M^. Com a (2 .27 )  e a (2 .29)  consegue-se os v a l o ­
res de d<í> e dX. Assim, se está  em condições de c a l c u l a r  
com as (2 .32 )  e (2 .33 )  na ( 2 . 3 4 ) .  0 azimute da geodési ca  AB s e ­
rá ,  então,  c a l c u l a d o  com a (2 .30 )  e a ( 2 . 3 5 ) .  A expressão (2.36) 
permi te  que se c a l c u l e  o cont ra-az imute  da r e f e r i  da geodési ca .  
Seu comprimento poderá se r  obt ido com a ( 2 . 3 7 ) .
3 - AJUSTAMENTO DE TRIANGULAÇÕES GEODÉSICAS
3.1 - I n t r o d uçao
Quando se di spõe de observações superabundantes,  obt idas  
da mensuração de grandezas f í s i c a s ,  d i r e t a  ou in d i r e t a m e n te ,  e 
dese ja-se  conhecer  os va lo r e s  mais p rováve i s  e ún i co s ,  consegue 
-se i s so  a t r a vé s  de um conjunto de operações,  denominado de ajus 
tamento, segundo ce r tos  c r i t é r i o s  p r é - e s t a b e l e c i d o s .
Dependendo desses c r i t é r i o s ,  t e r-se-ão  processos d i fe rer i  
tes para o a justamento de t r i a n g u l a ç õ e s  geodés i ca s .  0 método, a 
se r  u t i l i z a d o  ao longo deste t r a b a l h o ,  será  o de v a r i a ç ã o  de 
coordenadas.  A u t i l i z a ç ã o  de t a l  método exige que, prev iamente ,  
se ca l cu lem as coordenadas p r o v i s ó r i a s  ou aproximadas,  a t ra vés  
de um t r a n s p o r t e ,  com fórmulas s imp le s ,  e os va lo r e s  obse r va ­
dos. Com as coordenadas aproximadas c a l cu lam-se ,  de forma r i g o ­
rosa ,  as observações .  Para cada v a l o r  observado te r-se-ã  uma 
equação de observação.  0 a justamento dará as co rreções  a i n s e ­
r i r  nas coordenadas aproximadas.  Assim, com o p resente  método, 
obtém-se as coordenadas a jus t adas  da t r i a n g u l a ç ã o .  Com o a u x í ­
l i o  da e s t a t í s t i c a ,  a i nda ,  pode-se a v a l i a r  o grau de c o n f i a b i l i  
dade dos r e s u l t a d o s ,  desde que se j a  conhecido ou av a l i ado  o das 
observações.  Parece  oportuno s a l i e n t a r  que a obtenção das c o r ­
reções requer  a reso luç ão  de um s istema de equações normais que, 
para o e f e i t o ,  se torna nec essá r io  conhecer  o grau de s ingular j^ 
dade para r e s o l v ê - l o :
- pela  á lgebra de Cay ley  ou
- pela a p l i c a ç ã o  de i n ve r s a s  gener a l i za da s
Os tóp i cos  desenvo lv idos  ao longo des te  c a p í t u l o  permi ­
t i r ã o  a l c a n ç a r  os v a lo r e s  mais p rováve i s  e únicos das coordena ­
das geodés i cas  dos v é r t i c e s  de t r i a n g u l a ç õ e s ,  como também pos­
s i b i l i t a r ã o  a v a l i a r  o seu grau de c o n f i a b i l i d a d e .
3.2 - Equações de Observação e/ou de In junção
Nesta seção d esenvo lve r-se-ão  as equações de observação
de ângulos e as equações de i njunções de o r i e n t a ç ã o ,  de nosi 
ção e de e s c a l a .  Parece oportuno e s c l a r e c e r  que as equações de 
observação e de in junção  serão todas re l a c i onadas  com as co o r ­
denadas geodés i cas ,  l a t i t u d e  e l o n g i t u d e ,  r e f e r i d a s  ao e l i p s õ i -  
de de r e f e r ê n c i a .
3.2.1 - Equação de D i s t a n c i a
De acordo com Krakiwsky & Thomsom ( 1 978, p. 6 ) 14 , o mod£ 
lo matemático para a d i s t â n c i a  geodés i ca ,  expressa como uma fujn 
ção de dois  pares de coordenadas,  é s imbol icamente e s c r i t o  co ­
mo
F.jj = S((j>_., A_. , (j) ,̂ Aj )  - S _. j  - 0  ( 3 . 1 ) ,
onde o p r ime i ro  termo do segundo membro é uma função não- l in ea r  
das coordenadas e o outro termo é o v a l o r  da d i s t â n c i a  obse rv a ­
da reduzida ao e l i p s õ i d e .
Sendo uma função n ã o - l i n e a r ,  pode-se 1 i nea ri  zã-la atra^
vés da s é r i e  de T a y l o r .  Desprezando-se os termos de ordem sup^ 
ri .or a p r i m e i r a ,  obtém-se:
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Da a n á l i s e  das (3 .2 )  e ( 3 . 1 )  pode-se e s c r e ve r  a expres ­
são a bai xo:
em que o p r ime i ro  termo representa  a d i s t â n c i a  geodési ca  ca l cu-
é o v a l o r  da d i s t â n c i a  e l i p s o i d i c a ,  reduzida da d i s t â n c i a  obse^ 
va ou medida em campo. A t e r c e i r a  p a r c e la  representa  o va lo rque  
a d i f e r e n c i a l  t o t a l  da d i s t â n c i a  geodési ca  assume quando se sub£ 
t i t uem,  no termo d i f e r e n c i a d o ,  as v a r i á v e i s  pelos seus r e s p e c ­
t i v o s  va lo r e s  aproximados e é o res íduo  para a d i s t â n c i a
e l i p s o i d i c a .
Segundo Krakiwsky & Thomsom (1 978, p. 7 ) 1'', a d i f e r e n ­
c i a l  t o t a l  para a d i s t â n c i a  como função de coordenadas geodés i ­
cas j á  fo i  d e s c r i t a ,  em 1 880, por Helmert  e em 1 928 por Tobey, 
sendo as expressões as segu in t e s :
lada a p a r t i r  de coordenadas aproximadas.  S . - ,  como j a  se v i u ,u
dS - —  d<f>. + 
1
i -Ld  A. + i^-d 4>. + 
3X. ’ a*. J
( 3 . 4 ) ,
onde
M? cosa? ( 3 . 5 ) ,
3<í>  . 1 3
9S _ wo „ „o  Ao   = - N. senot. . cos<p.
9 X . 1 U  11
( 3 . 6 ) ,
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âiL_ = - M j C O S a j - j  (3 . 7 )9
34) j
= - N° sena0 coscj)0 (3 .8 )
8 A . J J 1 JJ
em que N° e M° podem ser  ca l cu l ado s  com o a u x í l i o  das ( 2 . 2 )  e
( 2 . 3 ) ,  r espe c t i v amente ,  e a°  e o azimute geodésico com a ajuda
das expressões (2.32) a (2 .36)  para va lo r e s  de coordenadas apro ­
ximadas .
S ub s t i t u i n d o  na ( 3 .4 )  os v a lo re s  conhecidos pe las  expres^ 
sões ( 3 .5 )  e ( 3 . 8 ) ,  levando o r e su l t ado  na ( 3 . 3 )  e considerando
0 o o o o
S . .  - S((f> , A.-, $ -j ’  ̂ i ) ( 3 . 9 ) ,
1 J 1 1 J J
obtêm-se, então,  a expressão abaixo:
,,o o ,  Mo o oVc = - M . cosa- - dé. - N . sena- - cos* • dA .
S . . i i J i t J i 1
J
0 0 „0 0 0 ,
-  M ,• c o s a . , -  d(j> . -  N.  s e n a - ,  cos<f> • d A . +
J J 1 J J J 1 J J
+ (S • j  - S . . )  (3 . 1 0 ) ,
a qual se chamará de equação de observação para a d i s t â n c i a  e- 
1 i p s õ i d i c a .
Na expressão (3 .10 )  sugere-se que todos os termos pos­
suam a mesma unidade,  de p r e f e r ê n c i a  o metro.  Na r e f e r i d a  ex­
pressão,  c ons ta ta -s e  que d<j>. , dA . ,  d(p . e dx . são as v a r i á v e i si i J  J
que se desconhece e se dese ja  c a l c u l a r .  São as cor reções  a i n ­
s e r i r  nas coordenadas aproximadas.  Os c o e f i c i e n t e s  dessas variã^ 
ve is  são f a c i l m e n t e  c a l cu l ado s  com o a u x í l i o  das coordenadas a_r 
bi t r a d a s .
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3 .2 .2  - Equaçao de In junçao  de Azimute Geodésico
0 modelo matemático para o azimute geodés i co ,  conforme 
Krakiwsky & Thomsom ( 1 978 , p. 15) 1 '+, pode ser  representado sim- 
bol i  camente como
F . j  = a (cjj.j , > (Jíj , X j  ) - a i  ̂ = 0 ( 3 . 1 1 ) ,
onde o p r ime i ro  termo do segundo membro é o azimute como função
n ã o- l in ea r  das coordenadas de dois pontos i e j  e o segundo t e r
mo é o v a l o r  do azimute geodés i co .  0 modelo acima pode se r  l i ­
near izado pela s é r i e  de T a y l o r  e, desprezando os termos de o r ­
dem s u p e r i o r  a p r im e i r a ,  obtém-se uma expressão i dênt i  ca à (3.2).
Da a n á l i s e  da (3 . 2 )  e (3 .11 )  pode-se e s c r e ve r  a expres ­
são abaixo:
O O O 0 .
a . . ( <j> -,• > Aj-> cf> -j > X j ) - a . .  + d a . . - V = 0 ( 3 . 1 2 ) ,1J 1 J J U  i j  v '
em que o p r ime i ro  termo é o v a l o r  do azimute ca l c u l ado  com o au 
x í l i o  do problema inv e r so  da l a t i t u d e  média de Gauss ou de Pui^ 
san t ,  u t i l i z a n d o - s e  as coordenadas aproximadas.  0 termo s e g u in ­
t e ,  a ., é o v a l o r  do azimute geodésico c a l c u l a d o  com o a u x í l i o  
J
d a s ' coordenadas conhec idas dos pontos i e j .  0 t e r c e i r o  termo,
d a . . ,  r epresen ta  o v a l o r  que a d i f e r e n c i a l  t o t a l  assume quando  ̂J
s u b s t i t u í d a s ,  na função d i f e r e n c i a d a ,  as v a r i á v e i s  pelos seus
r e s p e c t i v o s  v a lo r e s  aproximados,  sendo V o res íduo para o
“ i j
azimute.
A d i f e r e n c i a l  t o t a l  para o azimute ot. . como função das
 ̂J
coordenadas de dois  pontos i e j  pode se r  matematicamente ex­
pressa do segu in te  modo:
3 a . .  3 a . .  3a* .  3a . .
da . . = — U-d<|>. + — U-dA . + — Lid<|> . + — U d A  . ( 3 . 1 3 ) ,
1 J a* . 1 1 a * J 3 x . ^
em que
3(J)i ' 3A.  ' 3(J) .
3a . . M° sena0 .  ]_J = _ J _______ L i
3 4>i s ° .
i J
J
( 3 . 1 4 ) ,
0 03a . . N i c o s a  -j i cos<j) ^
— IA  = ----------- ±------- (3 .15 )
8 A i s ° .J
0 o3 a . . M . s ena . .
— 11 =  J i  (3 .16 )
3<),j  S ° .J  i j
e
„0 0 ,03 a . .  Ni- c o s a - . . c o s é .
— 11 = --- 1----- 11------- J (3 . 1 7 ) .
Su b s t i tu in d o  na (3 .13 )  os va lo re s  apresentados nas qua­
t ro  expressões acima,  levando o re su l t ad o  na (3 .12 )  e não esque
cendo que
O . 0  0 0 0, /o-ioNct -j j  - a .j j  ( <f> i » A -j > (j) j  > A j )  ( 3 . 1 8 ) ,
obtém-se, então,  a expressão s eg u in t e :
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0 0 M 0 0 0M . s e n a . . N . cosa . . c o s ò .
V = _ J ------------L L  . - — L ------ U ----------- — d A .
a • • „ 1 „ i1 J  r 0 C 0
i J i j
,, 0 0 ,.0 0 ,0sena,^ N-jeosa^ coscf) -
+ -± -----i_d(j).---- i ------------- ± dA .
(.0 J Qo J
b i j  b i j
+ a ° .  - a. . ( 3 . 1 9 ) ,
i J  i J  '
a qual será  chamada de equaçao de in junçao  de azimute geodésico 
e que, para deduções f u t u r a s ,  serã  s i m p l i f i c a d a  para
V = a . d <f> . + b . .dA .  + a..d(J) .  + b . .d A .  +(x° . -a .  (3.20),
j  i J i U i  J i J  J i J  TJ
cujos c o e f i c i e n t e s  a . . ,  b . . ,  a . ,  e b. .  sao i d i n t i c o s  aos segun-
i J i J
dos membros da (3 .14 )  a ( 3 . 1 7 ) ,  r espec t i v amente .
Observando a expressão ( 3 . 1 9 ) ,  parece  oportuno s u g e r i r
que todos os termos deverão t e r  como unidade de dimensão o ra-
d iano.  Continuando a observação ,  c ons t a t a- se  que d<j>. , dA. ,  dó.1 1  J
e d^- são as v a r i á v e i s  desconhecidas e que se dese ja  c a l c u l a r .
J
Os c o e f i c i e n t e s  dessas v a r i á v e i s  são f a c i lm e n t e  c a l cu l ado s  com 
o a u x í l i o  de coordenadas aproximadas.
3.2.3 - Equação de In jungão de Azimute de Lap lace
0 modelo matemático para o azimute de Lap lace  pode ser  
representado ,  s imbol icamente ,  como
F . .  = a(cj>.,  A . , ó . ,  A . )  - ou . = 0 ( 3 . 2 1 ) ,
1J v 1 i J  J  1J
onde o p r ime i ro  termo do segundo membro é uma função nã o- l in ea r  
das coordenadas e o outro termo e o v a l o r  do azimute de L a p l a ­
ce c a l c u l a d o ,  conforme Gemael ( 1 976 , p. 1 2 ) 7, com a segu in t e  ex̂  
p r e s s ã o :
“ i j  = “ i j  + '  X?> Sen* i  ( 3 . 2 2 ) ,
em que o í n d i c e  a denota v a lo r e s  ast ronômicos.
Considerando que no c á l c u l o  do azimute de Laplace  entra  
o v a l o r  da long i tude  geodés i ca  aproximada,  pois a mesma ainda 
não fo i  a j u s t a d a ,  então A.. deverá se r  t r a t a d a  como var iáve l- As 
sim, o modelo, de f in ido  pela ( 3 . 2 1 ) ,  ao ser  l i n e a r i z a d o  pela sé 
r i  e de T a y l o r  e ao desprezar  os termos de ordem s u p e r i o r  ã p r i ­
mei ra,  deve rá ,  em cons ideração  ao acima exposto,  t r a t a r  c u \ . c o ­
mo uma v a r i á v e l .  Dessa forma, com a l i n e a r i z a ç ã o ,  obtém-se
“ i j * 4’” ’ S “ • Aj> + ‘ ' 'a. . = 0 ( 3 -23)-
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E n t r e t a n t o ,
da^j  = sen<KdA^. + ( a - A3 )cos (Jk  d<jK (3 .24)
e como os termos de ordem s u p e r i o r  a p r im e i ra  devem se r  de spre ­
zados, a (3 .24 )  tomará a seg u in t e  forma
d a ̂ . = s e n <í>. d A . (3 . 2 5 ) .
i j  '
Considerando as expressões (3 .13 )  a (3 .20 )  e a (3 .25 )  e 
levando seus va lo r e s  na ( 3 . 2 3 ) ,  obtém-se
V = a . . dtf). + ( b . . - s.en<f>. )dA . + a .. d<í> . +
j i J i  i j  i ' i J i J
+ b . . d A , + ot° ■ - ot |  - ( 3 . 2 6 ) ,
J  i J  1J  1 J v '
que, representa  a equação de in junção  de o r i en t a ç ão  para azimu­
t e  de L a p l ace.
3 .2 .4  - Equação de Observação de Angulo
Sejam i ,  j  e k os vértices intervisTveis de 
uma triangulação, representados na Fig. 4 ao lado.
Conforme se pode ver, os três vértices definem o ân 
guio 3. Entretanto, o referido ângulo pode ser obti_ 
do da diferença de dois azimutes e, assim, expres­




As equações de observação dos dois azimutes da ( 3 . 2 7 ) ,  
de acordo com a ( 3 . 2 0 ) ,  podem, s imbo l i camente ,  ser  r e p r e s e n t a ­
das da forma segu in t e :
V = a .. d(j).+b.. d A . +a. .d(J) +b. .dX +a° -  a .. ( 3 . 2 8 ) ,a i(< ik i ik i ki Tk ki k ik ik
V = a . .dè , + b . .dA ,+a . .  ckj) ,+b .. dA .+a° . -ot- • ( 3 . 2 9 ) ,
a , , i j  i i j  i J i  J  JP J  i J  1 J
* J
que, de acordo com a (3 .27 )  e efetuando a subtraçao  da expres ­
são (3 .28 )  pela ( 3 . 2 9 ) ,  membro a membro, obtém-se a segu in t e :
V0 = ( a . ,  - a . . ) dc{) . + ( b . .  -  b . . )  dX . +
e •ik  v i k  U  i i k  i j  i
+ a k i d* k + bk i dAk - aj i d,tj
- b . . dx . + 3 ° . ,  - 6.• , ( 3 . 3 0 ) ,J  i J  J  i k j  i k
representando a equaçao de observação do ângulo a t r á s  d e f i n i d o .
3 .2 .5  - Equaçao de In junçao  de Coordenadas
De forma análoga ao que fo i  v i s t o  nas seções a n t e r i o r e s ,  
pode-se e s t a b e l e c e r  o modelo matemático para os v é r t i c e s  cu jas  
coordenadas j á  são conhec idas .  Assim, para cada par de coordena^ 
das de um ponto i ,  t e r-se-á  as segu in tes  expressões :
F .  = <t >. ( 4>. , X. )  -  <|». = 0 ( 3 . 3 1 )
i i J J i
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F. — à -(c(5 . ,A. )  — A- — 0 ( 3 . 3 2 ) ,1 i J  J 1
onde os p r imei ros  termos dos segundos membros são uma função nã£ 
- l i n e a r  das coordenadas e os outros  termos são os va lo r es  das 
coordenadas geodésicas  do ponto i .  0 modelo acima pode se r  l i ­
near izado pela s é r i e  de T a y l o r ,  quando, desprezando os t e r ­
mos de ordem s u p e r i o r  ã p r im e i r a ,  obtém-se uma expressão i d ê n ­
t i c a  ã ( 3 . 2 ) .
Da a n a l i s e  da ( 3 . 2 )  com as (3 .31 )  e (3 .32 )  pode-se escre 
ver  as expressões aba ixo :
- 4>i + d*.  - = 0 (3 .33 )
A . (*  ̂ , X ° )  - A . + dA . - V, = 0  (3. 34 ) ,
1 J J 1 1 A . ' '
em que o p r ime i ro  termo da (3 .33 )  e (3 .34)  é a l a t i t u d e  e a lo£
g i tude  c a l c u l a d a s  a p a r t i r  das coordenadas aproximadas de v e r t i
ce v i z inho  ao do ponto i ,  com o a u x í l i o  das formulas de Puis-
san t .  Os termos s u b t r a t i v o s  <f>.. e A representam os va lo re s  da
l a t i t u d e  e da long i tude  conhecidos de outros a justamentos .  Os
t e r c e i r o s  termos,  d(f>. e dA. ,  representam as i n c ógn i ta s  e V e
i
sao os res íduos  para a l a t i t u d e  e a lo n g i t u d e ,  r e s p e c t i v a -
i
me nt e .
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Considerando que
4>° = >.") (3-35)
e
A°  = A.(<J>°, A j  ) (3 .36)
então as expressões (3 .33 )  e (3 .34 )  podem se r  e s c r i t a s  da forma
segui n t e :
V , =d(j>.+cf>0 - <j> . (3 .37 )(J> ̂  i i i
e
V, = dA. + A°  - A. (3 .38 )A . i 1 i ' '1
que representam as equações de observação do par de coordenadas 
conhec idas do ponto i .
3.3 - Ap l i c a ção  do Método dos Mínimos Quadrados
Quando se di spõe de observações e dados de redes de t r i ­
angu lação,  v e r i f i c a - s e  que esses ,  bas i camente ,  se compõem de:
a ) ângulos ,
b) d i s t â n c i a s ,
c )  azimutes de Lap lace  e
d) pares de coordenadas de v é r t i c e s  j ã  d e f i n i d o s .
A cada um desses grupos corresponde um t ipo  de equação 
de observação ou de i n j un ção ,  conforme se v iu na seção 3.2. Des­
ta forma, as redes de t r i a n g u l a ç ã o  que tenham
p ãngu1 o s ,
q d i s t â n c i a s ,
r azimutes de Lap lace  e
t pares de coordenadas de v é r t i c e s  j á  d e f i n i d o s ,  
t e rão  n equações ob t idas  de
p + q + r + t = n  ( 3 .3 9 ) .
A f i n a l i d a d e  p r i n c i p a l  no a justamento das redes de t r i ­
angulação está  na obtenção das coordenadas de seus v é r t i c e s .  Aŝ  
sim, uma rede com m v é r t i c e s  t e rá  u coordenadas ob t idas  com o 
a u x i l i o  da expressão a s egu i r :
u = 2m (3 . 4 0 ) .
Na a n á l i s e  das equações de observação e de i n j u n çã o ,  v e ­
r i f i c a - s e  que para um v é r t i c e  genér i co  i aparecem como in c ó g ­
n i t as
d<t>. e dAi
que são as co rreções  ou v a r i a ç ões  de coordenadas a i n t r o d u z i r  
nas coordenadas aproximadas.  Assim, para o mesmo v é r t i c e  i ,  o 
v a l o r  das coordenadas a j us tadas  será
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0 , ^- + d0 i (3 .41)
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A3 = X°  + dx. (3 .42)1 1 1  '
Gene ra l i zando ,  para todos os v é r t i c e s  da t r i a n g u l a ç ã o ,p o  
de-se,  com o a u x i l i o  do c á l c u l o  m a t r i c i a l ,  r e p r e s e n t a r ,  s imbol i  
camente,  a t ra v é s  de uma ún ica  expressão,  o que está r e p r e s e n t a ­
do nas (3 .41)  e ( 3 . 4 2 ) .  Dessa forma, t er-se-ã
X t - X.° + X. ( 3 . 4 3 ) ,U 1 U 1 U 1 \ I ■>
onde
Xa é um ve to r  coluna com u elementos representando as coorde-u 1
nadas a j us t adas  dos m v é r t i c e s  da t r i a n g u l a ç a o ,
o
uX.| é um ve to r  coluna com u elementos r ep res enta ndo as coorde ­
nadas aproximadas dos m v é r t i c e s  da t r i a n g u l a ç ã o  e
X .  é um ve to r  coluna com u elementos representando as corre-u 1
ções ou v a r i a ções  de coordenadas dos m v é r t i c e s  da t r i angu  
1 a ç ã o .
Com as n equações de observação e de in junção  a u incÕg 
n i t as  da rede de t r i a n g u l a ç ã o ,  pode-se,  mais uma vez,  com a aju 
da do c á l c u l o  m a t r i c i a l ,  r e p r e s e n t á - l a s , s imbo l i camente ,  a t r a ­
vés de uma única expressão,  cuja  forma e:
V. = A X + Ln " L? ( 3 . 4 4 ) ,
n I n u u l  n l  n l  '
onde
e um ve to r  coluna com n elementos representando todos os 
res íduos  das equações de observação ;
nA  ̂ i  uma mat r i z  de ordem nxu, cujos  elementos representam os 
c o e f i c i e n t e s  das in c ógn i ta s  das equações de observação e 
de i n j un çã o ;
c — ~n'L̂  e um ve to r  com n elementos representando as observaçoes caj^
culadas  a p a r t i r  das coordenadas aproximadas e
e um ve to r  com n elementos representando as observações de 
campo e os v a lo r e s  a justados  e/ou c a l c u l ado s  das injunções.
Considerando,  agora,  a d i f e r e n ç a  da expressão m a t r i c i a l  
(3 .44 )  da forma segu in te :
L ?  - L. °  = - L .  ( 3 . 4 5 ) ,n 1 n 1 n 1 1
da qua l ,  s u b s t i t u i n d o  na ( 3 . 4 4 ) ,  obtém-se, de imed ia to ,  esta ou­
t r a  expressão m a t r i c i a l ,  conforme se pode c o n s t a t a r  a se gu i r
V, = A X , - L, (3 . 4 6 ) .n 1 n u u 1 n 1 v 1
Quando o número de equações de observação e de in junções  
f o r  maior que o número de i n c ó g n i ta s  (n > u ) ,  pode-se a p l i c a r  o
método dos mínimos quadrados,  o que,  s imbol icamente em notação
m a t r i c i a l ,  se costuma r e p r e s e n t a r  por
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V̂ "p V = mí ni mo ( 3 . 47 ) ,
onde
VT é o ve to r  de ordem lxn e t r anspos to  do ve to r  V e
P é uma matr i z quadrada s i m é t r i c a  de ordem nxn e representa  a 
matr i z dos pesos,  abordada na seção 3 .5 .3 .
Para a expressão (3 .47 )  se v e r i f i c a r ,  denomine-se a f o r ­
ma qu ad rá t i ca  V^PV de $ e su b s t i tu in d o -a  pelos va lo r e s  da r e l a ­
ção (3 .46 )  tem-se
$ - ( AX - L ) T P ( A X - L )  ,
*  = ( X Y  - L T ) P ( A X - L )
e
d> = x T A T PAX - X T AT P L  - L T PAX + L T P L  ( 3 . 4 8 ) ,
sucess i vamente .  En t r e t a  nto , como a transposta de um e s c a l a r  e igual  
ao e s c a l a r ,  pode-se e s c r e ve r  a igua ldade m a t r i c i a l  segu in t e :
L T PAX = X T AT P L  ( 3 . 4 9 ) .
Assim, a (3 .48 )  pode, agora,  de acordo com a (3 .49 )  e fa
zendo as operações pos sT ve i s ,  assumi r  a forma
<D = XTATPAX - 2XTATPL + LTPL (3 . 5 0 ) .
Agora,  então,  pode-se min imizar  a função $ com resp e i to
a X, o que é poss í v e l  quando se i g u a l a  todas as de r i va das  p a r ­
c i a i s  a zero,  conforme segue
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Po r ta nto
3$ -T T T
—  = 2X A1PA - 2L PA = 0 (3 .52)
3X
e, conseqüentemente,
-T t TX A PA = L PA
que, t ranspondo ambos os membros, obtém-se a expressão a s eg u i r  
a p r e s e n t a d a :
ATPAX = ATPL (3 . 53) .
A expressão m a t r i c i a l  (3 .53 )  repr esen t a  um s i stema de u 
equações l i n e a r e s  a u i n c ó g n i t a s ,  chamada de s i stema de equa­
ções normais,  que se pode e s c r e v e r ,  s imbo l icamente ,  de forma a- 
b r e v i a d a
NX = U ( 3 . 5 4 ) ,
o nd e
= A^PA representa a matr i z  dos c o e f i c i e n t e s  das equações nor 
normais;
X é um ve to r  co luna com u e lementos ,  representando as estima-
t i v a s  da solução do s i stema e
U = A^PL e o v e to r  coluna com u elementos que representa  os ter; 
mos abso lutos  das equações normais.
3.4 - Resolução do S istema de Equações Normais
L ipschutz  (1977, p. 2 5 ) 15 quando desenvolve  a t p o r i a  
sobre a reso lução de s is tema de equações l i n e a r e s  pela á l ­
gebra de Cay le y ,  apresenta  de forma bastan te  c l a r a  o s e ­
gu in te  di agrama.
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S e j a ,  em notação m a t r i c i a l ,  o s eg u in t e  s i stema de equa­
ções 1i nea res
nAu uXl nL l ’
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com A sendo chamada de matr i z  dos c o e f i c i e n t e s ,  X é o v e t o r  das 
in cógn i t a s  e L e o v e to r  das c o n s t an t e s .
0 s is tema será incompat í ve l  ( i n c o n s i s t e n t e )  sempre que 
a c a r a c t e r í s t i c a  da matr i z aumentada
(A : L)
fo r  d i f e r e n t e  da c a r a c t e r í s t i c a  da mat r i z  A. Neste caso ,  não há 
so lução para o s i s tema ,  pela á lgebra  de C ay l e y ,  de acordo com 
We l l s  (1 97 1, p. 1 8 ) 21 .
A a p l i c a ç ã o  do método dos mínimos quadrados a s istemas de 
equações superabundantes i nc ompa t í v e i s  conduz asistemas compat í ­
ve i s  ( c o n s i s t e n t e s )  de solução única ou de i n f i n i t a s  so luções .
A l i t e r a t u r a  e s p e c i a l i z a d a  denomina a expressão (3 .54 )de  
sistema de equações normais.  Será que e l as  serão merecedoras de£ 
se nome quando conduzem a i n f i n i t a s  so lu ções ?
3.4.1 - Car a c t e r í s t i c a  e Grau de S i n g u l a r i d a d e
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Dada a mat r i z  A de ordem nxu, d iz-se  que r é  a c a r a c t e ­
r í s t i c a  de A quando e x i s t i r  a mat r i z  B, de ordem rx r ,  forrrm 
da com os elementos de A, pela e l im inação  de co lunas ,  de l i ­
nhas ou de ambas, em que r e a maior dimensão poss í v e l  de 
ser  formada, cujo determinante não se j a  nulo.  Quando n = u=r, eji
tão A é uma mat r i z  quadrada e não s i n g u l a r  e, nesse caso ,  a ma
t r i z  B se confunde com A.
No a justamento de redes de t r i a n g u l a ç ã o  pe lo método de 
va r i a ção  de coordenadas,  em que condições a matriz dos : c o e f i c i e n -  
tes das equações normais é não-s ingu1 a r ?  De acordo com Gemael 
( 1 977 , p. 27-8 )9, a matriz N será sempre não s i n g u l a r  desde que se ­
jam f ixadas  as injunções  i n i c i a i s  que são a sabe r ,  as seguintes:
a) uma d i s t â n c i a  para dar esca la  ã t r i a n g u l a ç ã o ;
b) um azimute para impedi r  rotações  do s i stema que a l t e ­
rar i am as coordenadas de todos os v é r t i c e s  e
c )  as coordenadas de um dos v é r t i c e s  para impedi r  t rans
lações  que produzi r iam e f e i t o s  análogos aos das rota^ 
ções .
Assim, no ajustamento de redes de t r i a n g u l a ç ã o  d e s p r o v i ­
das de todas as in junções  i n i c i a i s ,  r e d u z i r i a  a c a r a c t e r í s t i c a  
da matr i z N em quatro graus de s i n g u l a r i d a d e ,  sendo um para a 
d i s t â n c i a ,  um para o azimute e um para cada coordenada do par 
que de f i ne  a posição do v é r t i c e .  Dessa forma, a expressão a s e ­
gu i r
K = n - r (3 .55) ,
sendo r a c a r a c t e r T s t i c a  de uma m a t r i z ,  n a sua ordem e ko grau 
de s i n g u l a r i d a d e ,  i s t o  é,  r epresen ta  o número de equações de ijn 
junção ne cessá r i a s  para t o rn a r  N não s i n g u l a r .
Apenas a t í t u l o  de complementação, ap resen ta-se ,  na Tabe  ̂
la I I I ,  o grau de s i n g u l a r i d a d e  da mat r i z  N para redes de t r i a j i  
gulação ge od i s i ca  quando se cons ide ra  no todo ou em pa r t e  as ijn 
junções i ni c i ai  s .
TABELA I I I
42
Grau de s i n g u l a r i d a d e  para redes de t r i a n g u l a ç a o  geodési cas
INJUNÇAO IN IC IA L GRAU DE 
SINGULARID.DISTÂNCIA AZIMUTE COORD./ VERT . TOTAIS
0 0 0 Zero Ouatro
1 0 0 Uma Três
0 1 0 Uma T r i s
0 0 2 Duas Dois
1 1 0 Duas Doi s
1 0 2 T r i s Um
0 1 2 T r i s Um
1 1 2 Quatro Zero
0 0 4 Quatro Zero
Com a a n á l i s e  da Tabela I I I ,  parece oportuno s a l i e n t a r
que a fixação das coordenadas de dois vértices no ajustamento planimétrico
de redes de t r i a n g u l a ç ã o ,  como in junções  i n i c i a i s ,  i mp 1 i c i tameji 
t e ,  definem a es ca la  e impedem ro ta ç ões ,  v i s t o  que, como se s a ­
be, com as coordenadas de dois  v é r t i c e s  é poss í v e l  ob te r  a d i s ­
t ânc i a  e o azimute.  Por outro l ado,  a Tabela I I I  poder ia  t e r  
mais l i n has  e, assim,  con t i nu a r  i n d e f i n i d am en te ,  desde que, se 
fosse  aumentando, cada vez mais,  as in junções  i n i c i a i s  que o 
grau de s i n g u 1 a r idade  manter-se- ia  sempre no ze ro ,  sempre que 
i m p l í c i t a '  ou ex p l i c i t a m e n te  f i cassem d e f i n i d o s ,  ao menos, uma 
d i s t â n c i a ,  um azimute e um par de coordenadas.
3 .4 .2  - Equações Normais de Solução Ünica
Considere-se  a expressão m a t r i c i a l  ( 3 . 5 4 ) ,  sobre a qu a l ,  
a inda ,  não se d i s s e  como r e s o l v ê - l a .  E n t r e t a n t o ,  do que fo i  vi £ 
to ,  pode-se, agora,  a f i r m a r  que quando a m a t r i z ,  N, dos c o e f i ­
c i e n t e s  das equações normais t i v e r  grau de s i n g u l a r i d a d e  zero,  
então as suas c a r a c t e r í s t i c a  e ordem serão i g u a i s  e, ass im,  as 
equações normais t e rão  solução ún i c a .
A forma como r e s o l v e r  o s i s te ma ,  e n t r e t a n t o ,  dependera de 
muitos f a t o r e s ,  t a i s  como dimensões da mat r i z  N, forma como e s ­
tão d i spostos  seus e lementos,  programas computac iona i s  de que 
se d i sp õe ,  capac idade do computador a ser  u t i l i z a d o ,  custos pe­
la sua u t i l i z a ç ã o ,  e t c .  Ev identemente,  esse não e o o b j e t i v o  
desta  D i s s e r t a ç ã o ;  e n t r e t a n t o ,  pode-se in fo rmar  que, na r e s o l u ­
ção de um s i stema de equações,  se deve op ta r  por um dos métodos 
a s egui r c i t a d o s :
a )  d i r e t o s  ou
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b ) i t e r a t i v o s  .
Quanto aos d i r e t o s ,  costuma-se c o n s i d e r a r  os de Gauss, 
Banachi  ewi cz,  Cholesk i  e C ra cov i ano ,  sendo o p r ime i ro  a t ravés  da 
e l im inação  das in cógn i t as  por s u b s t i t u i ç ã o ,  enquanto que os res  ̂
t an tes  seguem o processo da decomposição t r i a n g u l a r ,  conforme 
se pode v e r ,  pormenor izadamente, em Gemael ( 1 976 ) 7 . Na mesma 
fon te  são,  também, abordados os métodos i t e r a t i v o s ,  t a i s  como 
os de J acob i  , de Gauss-Se ide l  e de Grad ien tes  Conjugados. De 
igual  forma em Wandressen (19 80 )20 podem ser  v i s t o s  esses méto­
dos com pormenores.  Por outro l ado,  em Modro (1 980) 1 7 encoji 
tram-se quatorze  programas computac iona i s  que p o s s i b i l i t a m  a ijn 
versão de matr izes  não-s ingula res  por métodos d i f e r e n t e s  con­
soante a d i spos i ç ão  dos elementos nas mesmas e, ass im,  a s o l u ­
ção da (3 .54 )  s imbol icamente poderá t e r  uma so lução expressa da 
fo rma s egu i nt e :
a qual será u t i l i z a d a ,  ao longo desta D i s s e r t a ç a o ,  quando se de 
s e j a r  expressa r  a in ve rs ão  de mat r i zes  pela á lgebra  de Cay ley .
3.4 .3  - Equações Normais de I n f i n i t a s  Soluções
De acordo com Rao (1971, p. 2 4 ) 18, quando se d i spoe de
s i stemas de equações l i n e a r e s  c o n s i s t e n t e s ,  e l as  podem se r  r e ­
s o l v i d a s  com a ajuda da expressão m a t r i c i a l  s e gu in t e :
X ( 3 . 5 6 ) ,
X = N9U + ( I  - N9N)Z (3 . 5 7 ) ,
onde I r epresen ta  a mat r i z  i d e n t i d a d e ,  o Tndice g na matr i z  das 
equações normais representa  a in v e r s a  g ene ra l i za da  e Z e um ve ­
t o r  coluna a r b i t r a r i o .  Assim, para cada v a l o r  que se a r b i t r e  a 
Z, obtém-se uma so lução d i f e r e n t e  para o v e to r  X.
3 .4 .4  - Esco lha  de uma en t re  I n f i n i t a s  Soluções
As i n f i n i t a s  soluções c r i a d a s  pe la  e x i s t ê n c i a  de uma s i ­
métr ica  e s i n g u l a r  ma t r i z ,  que ê a dos c o e f i c i e n t e s  das equa­
ções normais e x i s t e n t e ,  em c e r t a s  s i t u a ç õ e s ,  na expressão matri^ 
c i a i  (3 .54)  podem ser  i n conv en ie n t es  ao g eodes i s ta .  Desta f o r ­
ma, para conto rnar  t a l  s i t u a ç ã o ,  alguns autores  escolhem, den­
t r e  t an ta s  so lu ções ,  aquela que apresente  norma mínima. Entre es 
ses autores  estã B o u l l i o n  (1971, p. 5 0 ) 1, onde a so lução que ejn 
globa mínimos quadrados de norma e u c l i d i a n a  mínima e dada pela 
expressão abaixo
X = N+U (3 . 5 8 ) ,
onde N+ representa  a pseudo-inversa  da mat r i z  dos c o e f i c i e n t e s  
das equações normais e X tem norma e u c l i d i a n a  mínima, sendo que 
se pode expressa r  t a l  condição ,  s imbo l i camente ,  como segue
|| X || - + / X TX = mín. (3 .59 )
Seguindo a l i nha  de pensamento de B o u l l i o n  (1971, p . 4 1 ) 1, 
r e s t r i n g i n d o  a d e f i n i ç ã o  por e l e  apresentada ao tema desta Dis  ̂





se,  para todo X, uma das duas s i tu a ções  o c o r r e r :
a)  II NX -U | | > II NX Q - U || ou
b) || NX-UlI = IINX0-UII e ||X|| > ||Xo || .
A mesma fon te  demonstra que a pseudo-inversa  e única e, 
po r t an to ,  o r e su l t ado  que segue a condição (3 .59 )  será  único 
também. Em outro teorema, mostra que a melhor so lução aproxima­
da X da expressão (3 .54 )  é a que se obtém quando se u t i l i z a  a 
(3.58 ).
No i tem a n t e r i o r  e também nes te ,  aborda-se sobre i n v e r ­
sas gen e ra l i za da s  e pseudo-inversas , r espe c t i v amente .  A maté­
r i a ,  e s t r i t am en te  matemát i ca ,  mas, de grande a p l i c a ç ã o  para o 
g eodes i s ta ,  é digna de estudos profundos e, en t r e  out ras  obras ,  
sugere-se a consu l ta  em B o u l l i o n  (1971 J 1 , Gemael ( 1 97 7 ) 9 , Mo- 
dro ( 1 9 8 0 ) 1 7 e Rao (1971 ) 18 que abordam o mesmo assunto sob d i ­
versos aspectos .
3.5 - A l ea to r i edadedos  Resul tados
No a justamento de redes de t r i a n g u l a ç ã o  geodési ca  pode- 
-se c o n s id e r a r  dois  t ipos  de modelos,  a saber :
a)  o func io na l  e
b) o a l e a t ó r i o .
Quanto ao modelo f u n c i o n a l ,  j á  se v iu  a sua forma com o 
es tabe lec imento  das equações de observação ,  as quais  mostram as
observações a jus t adas  como função das i n c ó g n i t a s  ou parâmetros 
a jus tados  que, s imbol icamente ,  se representa por
L = F(X ) (3 . 6 0 ) .a a
Quanto ao modelo a l e a t ó r i o ,  por exemplo, M ikha i l  (7976)16 
define-o como sendo a t o t a l i d a d e  de supos ições  de propr i edades 
e s t a t í s t i c a s  das v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s .  Assim, pode-se e s t a t i s t j _  
camente a n a l i s a r  os r e su l t ados  do a justamento quando se u t i l i z a  
o modelo a l e a t ó r i o  de forma não-tend enc i os a e, então,  a ce i t a rou  
mel ho ra r :
a )  o modelo matemát ico,
b) as observações g r o s s e i r a s  e
c )  a c o m p a t i b i l i d a d e  das v a r i â n c i a s  das observações com 
a p r e c i s ão  requer ida  nos r e s u l t a d o s .
3.5.1 - Exa t idão e P r e c i s ão
Quando se di spõe de va lo r e s  médios observados,  pode-se ,â 
luz da t e o r i a  e s t a t í s t i c a ,  f a ze r  i n f e r ê n c i a s  e d i z e r  quão boas 
são as e s t i m a t i v a s .
De acordo com El-Hakim ( 1 9 7 9 )3, a exa t idão de uma medida 
deve se r  cons iderada  como um in d i c a d o r  digno de c o n f i a n ç a ,  mos­
t rando como os va lo re s  mais p rováve i s  obt idos  estão próximos 
dos ve rdade i ros  que se desconhece.
Por outro l ado,  de acordo com a mesma f o n t e ,  a p rec i são  
é somente r e l a t i v a  e dá apenas a informação de quão próximas as 
observações estão do v a l o r  mais p r o v á v e l ,  mas, em termos absolu
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tos ,  não se tem a noção da proximidade do v a l o r  ve rdade i ro  com 
o mai s prováve l  .
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(b  )
F ig .  5 - Representação de E s t i m a t i v a s
Na f i g u r a  5 estão representadas  t r i s  c u r v a s ,  cada uma re 
presentando o conjunto de mensurações executadas para a ob ten ­
ção da e s t im a t i v a  ou do v a l o r  mais p rováve l  da mesma dimensão 
f í s i c a .  De im ed ia to ,  pode-se a f i rm a r  que, para cada c u r v a ,  as 
mensurações têm média e desv io  padrão:
— X i » o -| ,
' V V
- X 2 > @ 2 ’
r espec t i v amente ,  para as curvas  ( a ) ,  (b )  e ( c ) .
Da a n á l i s e  da f i g u r a  c o n s ta t a-s e  as duas re l ações  seguin
permi t indo ,  quanto ã segunda, v e r i f i c a r  que as medidas gerado­
ras da curva (b)  são as mais p r e c i s a s ,  v i s t o  que o^ e o menor 
nas t r i s  c u r v as ,  enquanto que, sendo o maior desv io  padrão 
das t re s  medidas,  informa que a e s t i m a t i v a  X-j é a menos preci^ 
s a .
De forma empTr ica,  conduz-se,  co r re t amente ,  ao acima ex­
posto.  E n t r e t a n t o ,  deve-se t e r  o máximo de cuidado ,  pois p r e c i ­
so não é sinônimo de exato .  Admita-se,  por exemplo, que o verda^ 
de i r o  v a l o r  e o Xq. Então,  c ons ta ta -s e  que as medições menos 
p r e c i s a s ,  na curva ( a ) ,  são as da e s t i m a t i v a  X^ mais próxima do 
v a l o r  r e a l ,  enquanto que a curva ( c ) ,  com a e s t im a t i v a  X  ̂ mais 
p r e c i s a  que a X | , es tá  mais a fa s t ada  do ve rdade i ro  v a l o r .  Tal 
f a to  pode o c o r r e r  quando as medições estão i n s e r i d a s  de erros 
s i s temã t i  cos> os quais  devem se r  e l iminados sempre que se f o r  fa 
zer um a justamento.
Face ao acima exposto e ã luz da t e o r i a  e s t a t í s t i c a ,  po­
de-se d i z e r  que, e x i s t i n d o  apenas erros a c i d e n t a i s  nas obse r va ­
ções,  então a exa t idão  e a p r e c i s ão  es ta rão  numa r e l a çã o  dentro 
de c e r t o s  l i m i t e s .  Por exemplo, para um nTvel de con f i ança  a 
95%, a exa t idão  não excederá em 1,96 vezes o er ro  médio quadrá­
t i c o  da e s t i m a t i v a ,  supondo, ev identemente,  que as medidas são 
normalmente d i s t r i b u í d a s .  Assim, como se fez ao n í v e l  de 95%, po 
de-se f az e r  a outros n í v e i s  menores ou ma io res,  consoante se de 
s e j e  e s t a b e l e c e r  c r i t é r i o s  mais ou menos r i go ro s os .
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3 .5 .2  - Matr iz  V a r i â n c i a - C o v a r i â n c i a
Dá-se o nome de mat r i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a  ã matr iz qua 
d rada e s i m é t r i c a ,  de ordem n, que tem na sua d iagonal  p r i n c i ­
pal e nas out ras  posições as v a r i â n c i a s  e c o v a r i ã n c i a s , r e sp ec ­
t i v amente ,  de uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  x n-dimensio na 1. Des ignan­
do-a de ^ , pode-se representá-1 a conforme segue:
a a a . . .  cr 11 12 13 1n
a a a . . .  a 
21 22 23 2n
o o o 
nl n2 n3 nn
( 3 . 6 1 ) ,
onde a representa  a v a r i â n c i a  genér i ca  da i-ésima v a r i á v e l
a l e a t ó r i a  e o. . é a c o v a r i â n c i a  genérica das i e j-ésimas v a r i á v e l   ̂J
a l e a t õ r i  a .
3 .5 .3  - Matr i z  dos Pesos
De acordo com M ikh a i l  (1 976 )16, a mat r i z  dos pesos pode- 
-se ob te r  com o a u x í l i o  da expressão s egu in t e
P = Oq f 1 (3 . 6 2 ) ,
onde Oq é uma cons tan te  a r b i t r á r i a  sem dimensão f í s i c a  chamada 
de v a r i â n c i a  de r e f e r ê n c i a  ou da unidade de peso a p r i o r i ,  P re 
presenta a ma t r i z  dos pesos da v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  x n-d i mens io- 
nal que tem Z como matr i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a  e o í n d i c e  -1,
quer d i z e r  que se t r a t a  da i n ve r sa  da matr i z  supondo-a quadrada 
com elementos s i g n i f i c a t i v o s  em sua diagonal  e não s i n g u l a r .
3 .5 .4  - Lei  da Propagação V a r i â n c i a - C o v a r i â n c i a
Conforme pode s e r  v i s t o  em Gemael (1974, p. 7 ) 6 , no que 
diz r e s p e i t o  ã l e i  de propagação v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a , demons­
t r a- se  que
Zy = G:cxgT (3 .63 )
e
E = DE DT ( 3 . 6 4 )y x
sempre que e x i s t i r ,  r espe c t i v amente ,  uma r e l a çã o  l i n e a r  e outra
n ã o - l i n e a r  ent re  as v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  x e y n e m-dimensio-
nais d e f i n i d a  por
y = GX + C
e
y  = F ( X )
onde
E representa  a matr i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a  da v a r i á v e l  x, emA
pr i  ncTpi o conheci  da ,
Ey representa  a matr i z  va r i  ânci  a-covar i  ânci  a da v a r i á v e l  y ,  em 
p r i n c í p i o  desconhec ida ,
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(3 .65 )
( 3 . 6 6 ) ,
G e a matr i z  de ordem mxn formada pelos c o e f i c i e n t e s ,  r e s p e c ­
t i v o s ,  das v a r i á v e i s  x da r e l ação  l i n e a r  d e f i n i d a  pe la  ex­
pressão m a t r i c i a l  ( 3 . 6 5 ) ,
C i  o v e to r  coluna n-dimensional  formado pelas  cons tan tes  da
re l a ção  l i n e a r  d e f i n i d a  pela expressão m a t r i c i a l  (3 . 65 )  e
D e a mat r i z  de ordem mxn formada pe las  de r i vadas  p a r c i a i s  nos
pontos em que X assume o v a l o r  de Xq o que pode-se re p re se n ­
t a r  por
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3Yl 9Y i 9Y1
3xl
9x 2 9x n
3y2 9y2 3y2
8X1 3x 2 9x n
3ym 3ymm 3ym J m
9x.| 9x ^ 9x n
3 .5 .5  - Mat r i z  V a r i â n c i a - C o v a r i â n c i a  dos Parâmetros Ajustados 
A expressão m a t r i c i a l  ( 3 . 4 3 ) ,  e s c r i t a  a s e g u i r ,
X a = X °  + X
e considerando a (3 .56 )  e a (3 .45 )  com as cons iderações  da ex­
pressão ( 3 . 5 4 ) ,  pode-se r e e s c r e v e r  a expressão acima,  f e i t a s  as 
operações p o s s í v e i s ,  da forma seg u in t e
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Xa = X °  + N_1ATP L °  - N_1ATPLC ( 3 . 6 7 ) ,
a qual é uma expressão l i n e a r  e as pa r c e la s  formadas por X^ e
-1 T C N A PL sao c o n s t a n t e s .
Considerando,  agora,  a (3 .63 )  e ap l i cando  ã ( 3 . 6 7 ) ,  ob­
tém-se
Zxa = N_1ATP^L o ( N ' V p ) T (3 .68 )
e considerando que P e N  ̂ são matr izes  s i m é t r i c a s ,  então se po
de r e e s c r e v e r  a (3 .68 )  da forma seg u in t e
Exa = N"1 ATPZl o.PAN_1 (3 .69)
mas, cons iderando a ( 3 . 6 2 ) ,  é possTvel  s u b s t i t u i r  na expressão 
(3 .69 )  a matr i z  va r i  ânci  a-covar i  ânci  a dos va lo r e s  o bs ervados,coji 
seguindo-se,  então,  a que segue:
Exa = aQN“ 1ATp p ' 1PAN_1 (3 .70)
onde, f e i t a s  as operações p o s s í v e i s ,  se chega â seg u in t e  conclu 
são
£xa = OqN"1 (3 . 7 1 ) ,
na qual se pode ob te r  a matr i z  va r i  anci  a-covar i  ânc ia  das i jn 
cõgn i tas  ou dos parâmet ros ,  quando a mat r i z  N é n ã o - s i n g u l a r .
Cons ide re-se ,  então,  a (3 .70 )  mas com a matr i z  dos coe f i
c ie n te s  das equações normais s i n g u l a r  e, ass im,  tem-se
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Zxa = OqN+ATPP_1PAN+ (3 . 7 2 ) ,
que se  e f e t u a n d o  as o p e r a ç õ e s  p o s s í v e i s  c h e g a - s e  a
Zxa - a^N+NN+ (3 .73 )
mas,  de a co r do  com a d e f i n i ç ã o  da ps eudo- i  n v e r s a , é p o s s T v e l q u e
se  pos sa  e s c r e v e r  a s e g u i n t e  e x p r e s s ã o
£xa = OqN+ (3 .74 )
3.5.6  - Er ro M é d i o
Conforme Mikh a i l  (19 76 )1 6 , pode-se d e f i n i r  er ro  mé­
dio do ve to r  X como a r a i z  quadrada da razão do t r a ço  da mat r i z  
v a r i â n c i a - c o v a r i ã n c i a  pela sua ordem, o que, s imbo l icamente ,  se 
pode r e p r e s e n t a r  por:
0|n = ( t r . £ / n ) , /2  = ( ° ^ « 2 2+ (3 .75 )
3 .5 .7  - V a r i â n c i a  da Unidade de Peso a P o s t e r i o r i
“ 2A v a r i a n c i a  da unidade de peso a posteriori ,  o pode ser  
c a l c u l ada  a p a r t i r  dos res íduos  e da mat r i z  dos pesos das obse_r 





(3 .7 6 )
mas, cons iderando a ( 3 . 5 0 ) ,  pode-se r e e s c r e v e r  a expressão (3.76), 
conforme segue
-2 _ XTATPAX - 2XTATPL + LTPL
a o ----------------------------------------------------
n - u
ou a inda ,
-2 _ XTNX - 2XTU + LTPL 
° 0
n - u
-2 XT (NX-U) - XTU + LTPL
a o
n - u
porem, cons iderando a ( 3 . 5 4 ) ,  entao a expressão supra se t r a n s ­
forma em
= 2 _ LTPL - XTU , ,  77X(Jq ~ ------------ ( J . / / ) ,
n - u
onde n representa  o número de equações d e f i n i d o  pela (3 .39 )  e u 
é o número de i n c ó g n i t a s  ou de parâmetros d e f i n i d o s  pela (3.40).
TA forma qu ad ra t i c a  V PV e de impor tanc ia  fundamenta l ,  em 
qualquer  a jus tamento ,  e, por i s s o ,  deve se r  t es tada  com a esta





a/ 2 < X i . a  1 7
( 3 . 7 8 ) ,
sendo que, na h ipó t ese  H^, se a c e i t a  a igua ldade de v a r i â n c i a s  
da unidade de peso a p r i o r i  e a p o s t e r i o r i  quando a inequação 
d e f i n i d a  acima se v e r i f i c a r  a um n í ve l  a de s i g n i f i c ã n c i a .  Quan 
do a (3 .78 )  não se v e r i f i c a r  ao n í v e l  a de s i g n i f i c ã n c i a ,  então 
e x i s t i r a  a h ipótese  , na qual  a des igua ldade  das v a r i â n c i a s  
da unidade de peso são s i g n i f i c a t i v a s  e, assim, o ajustamento de­
ve t e r :
a )  problemas com o modelo matemát ico,
b) observações  g r o s s e i r a s  e
c )  i n c o m p a t i b i l i d a d e  das v a r i â n c i a s  das observações com 
a p r ec i s ão  requer ida  para os r e s u l t a d o s .
Assim, a a c e i t a ç ã o  da h ipó te se  a l e r t a  o geodes i s ta  pâ  
ra a necess idade de pesqu isa r  as causas que provocam t a l  s i t u a ­
ção a f im de p rocura r  s o l u c i o n ã - 1  as .
4 - EXPERIÊNCIAS
4.1 - I ntrodução
Neste c a p i t u l o ,  com a in tenção  de t e s t a r  o método aqui 
d e s c r i t o ,  faz-se  o a justamento de um t recho da t r i a n g u l a ç ã o  bra  ̂
s i l e i r a .  Para t a n to ,  c r i a r am-se  v á r i a s  s i tu a ções  e foram a n a l i ­
sados os seus re su l t ados  ã luz do exposto nos c a p í t u l o s  anteri iD 
res .
4.2 - Trecho da T r i angu la çã o
0 t recho  da t r i a n g u l a ç ã o  b r a s i l e i r a  aqui u t i l i z a d o  foi  
gen t i lm en te  cedido pelo I n s t i t u t o  B r a s i l e i r o  de Geogra f i a  e E s ­
t a t í s t i c a  ao curso de Pós-Graduação em C i ênc i a s  Geodésicas da 
U n i ve r s i dade  Federal  do Paraná.
0 r e f e r i d o  t r e c ho ,  desenvo lve-se  no estado de Goiás ,  en­
t r e  os p a r a l e l o s  14020' S e 15 ° 20' S e os mer idianos 48°40'  W 
e 49°40'  W, com 18 v é r t i c e s ,  ap resen ta  as segu in tes  c a r a c t e r í s ­
t i c a s :
a)  70 ângulos ,
b) 1 azimute de L ap l a ce ,
c )  1 base de v e r i f i c a ç ã o  e
d) 2 v é r t i c e s  com coordenadas conhec idas .
No anexo 1 encont ra-se  um mapa do t recho  da t r i a n g u l a ç ã o  
em estudo que p e r m i t i r á  uma maior v i s u a l i z a ç ã o  da mesma. No ane 
xo 2 estão i n s e r i d o s  os va lo r e s  das d i r eç ões  observadas médias,  
do azimute de L ap l a ce ,  da base e das coordenadas dos v é r t i c e s
j a  d e f i n i d o s ,  elementos esses fo rne c idos  pelo IBGE.
No anexo 3, encontram-se,  em separado,  as 7 f i g u r a s  que 
compõem a rede de t r i a n g u l a ç ã o .  Para cada f i g u r a  apresenta-se  a 
r e l a çã o  de seus t r i â n g u l o s  com o v a l o r  de seus ângulos in te rnos  
observados,  seus er ros  de fechamento,  seus excessos e s f é r i c o s  e 
as d i s t â n c i a s  de seus l ados.
No anexo 4, pode-se ver  os r es u l t a do s  dos t r an sp o r te s  de 
coordenadas efetuados com os ângulos e d i s t a n c i a s  do anexo 3. 
As coordenadas,  assim o b t i d a s ,  são as coordenadas aproximadas.  
Para o e f e i t o ,  u t i l i z a r a m - s e  as fórmulas da l a t i t u d e  média de 
Gauss,  com o auxT l io  de um programa para m in i c a l c u l a d o r a  de me­
sa .
Os c á l c u l o s  r e a l i z a d o s  para a obtenção dos r es u 1 ta dos nos 
anexos 3 e 4 foram r e a l i z a d o s  com o auxT l io  de fórmulas apresen 
tadas no c a p i t u l o  segundo.
Todos esses anexos pe rm i t i r ã o  uma i d é i a  do trecho da triaji 
gulação geodés i ca  an te r io rmen te  d e s c r i t a  e que s e r v i u  para as 
experi  ênci  a s .
4.3 - V a r i â n c i a s  das Observações e das In junções
4.3.1 - V a r i â n c i a  para Ângulos
0 c r i t é r i o  u t i l i z a d o  para o es t abe lec imento  da v a r i â n c i a  
dos ângulos da t r i a n g u l a ç ã o  fo i  f e i t o  com o auxT l io  da espres- 
são de F e r r e r o ,  que pode se r  expressa da segu in t e  forma:
onde r e o número de t r i â n g u l o s  que a rede é formada e o e r ­
ro de fechamento do i-êsimo t r i â n g u l o .
A u t i l i z a ç ã o  da fórmula de F e r r e r o  fo rneceu ,  como var ia j i  
c i a  an gu la r ,  o segu in te  v a l o r :
o . , 2
a = 0,145 .ang .
4 .3 .2  - V a r i â n c i a  para Azimute de Lap lace
Quanto ao azimute de L ap l a ce ,  e s t ab e le c eu- se ,  como erro 
médio q u ad rá t i c o ,  o v a l o r  l i m i t e  da Tabela I ã p. 08. Dessa fo_r 
ma, â luz da t e o r i a  e s t a t í s t i c a ,  t e r - s e - ã ,  como v a r i â n c i a  azimu  ̂
t a l , o segui  nte v a i o r :
a 2 - 0,2025" a z
4.3 .3  - V a r i â n c i a  para Base
No que concerne â base,  cons ide rou-se  um v a l o r  i n f e r i o r  
ao l i m i t e  das e s p e c i f i c a ç õ e s  da Tabela  I .  Assim, considerando que 
0 er ro r e l a t i v o  não deverã se r  s u p e r i o r  a
1 : 1 . 0 0 0 . 0 0 0
para redes de 1- ordem; então,  para uma base de 22.192,9483 m, 
0 er ro r e l a t i v o  máximo deverã ser
0 , 0 2 2 2  m ,
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0 que i m p l i c a r i a  numa v a r i â n c i a  na ordem de
o l  = 0,0049 m2 .
D
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E n t r e t a n t o ,  escolheu-se como v a r i a n c i a  para a base o v a l o r  dis- 
c r i  mi nado a s egu i r :
a 2 = 0 , 0 0 0 1  m2 . b
4 .3 .4  - V a r i â n c i a  para In junções  de Pos i ção
No to can te  ãs coordenadas geodés i cas  dos v é r t i c e s  j á  co ­
nhec idos,  a esco lha  do v a l o r  que melhor rep re se n ta ss e  a p r e c i ­
são dos mesmos fo i  um problema d e l i c a d o .  Para se conhecer  a prç; 
c i s ão  das coordenadas de v é r t i c e s  j ã  a jus tados  s e r i a  necessá r io  
conhecer-se a mat r i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a  do a justamento que 
o r ig inou  t a i s  coordenadas.  Tal  conhecimento nem sempre é possT-
vel  em v i r t u d e  de reque re r  a in ve rs ão  (C ay l ey  ou pseudo) da ma­
t r i z  das equações normais,  provocando problemas computacionais
ã medida em que a dimensão da mesma aumenta, não sendo, p o r t an ­
t o ,  o caminho mais adequado para a so lução de s i s temas com ma­
t r i z e s  de grande por te .  Na i m p o s s i b i l i d a d e  de t a l  procedimento,  
j ã  s e r i a  boa a informação de que os re su l t ados  estão s u j e i t o s  a 
um erro de determinada ordem.
Face ao acima exposto e cons iderando que não há c o n h e c i ­
mento da p r ec i são  com que estão determinadas as coordenadas dos 
v é r t i c e s  da t r i a n g u l a ç ã o  b r a s i l e i r a ,  optou-se pelo s egu in te :
- f a z e r  um ajustamento em que não houvesse in junções  de 
pos i ção ,  i s t o  é,  d A.. e d f j ) d o s  v é r t i c e s  j ã  conhecidos 
deve s e r  ze ro ,  v i s t o  t r a t a r - s e  de pontos f ixos  e
- f az e r  v á r i o s  ajustamentos com d i f e r e n t e s  v a r i â n c i a s  p^
ra as in junções  de pos i ção .
Ao a n a l i s a r  esses a jus tamentos ,  c ons t a t a-s e  que o v a l o r
das coordenadas ê i d ê n t i c o  em todos;  e n t r e t a n t o ,  a Tabela  IV moŝ
t r a  os er ros  médios quad rá t i c os  (a. .  ) a r b i t r a d o s  as in junções  de
- 2pos i ção ,  as v a r i a n c i a s  da unidade de peso a p o s t e r i o r i  (^q ) ,  os
t raços  da matr i z v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a  (T)  dos parâmetros e o
er ro  médio (a ) .v m.
Tabela IV - P r e c i s ão  das In junções  de Pos i ção
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AJUSTAMENTO o i ( " ) 5o <"2 > T ( , , 2 ) O ( n )m. '
S/ i  n j . d e pos . - 1 , 5620 0,0021759 0,00825
0 , 0 1 1,6463 0,0636458 0,04205
C/ i n j  unções 0,005 1 ,6463 0,0176291 0,02213
de posição 0 , 0 0 1 1 ,6463 0,0029038 0,00898
0,0005 1,6463 0,0024436 0,00824
0 , 0 0 0 1 1 ,6463 0,0022964 0,00799
Face aos r e su l t ados  encont rados,  optou-se como v a r i â n c i a  
para as in junções  de posição o v a l o r
2 „2 o .  = 0 , 0 0 0 0  0 0 0 1  .
TP
4.4 - Ajustamento v i a  Álgebra  de Cay ley
Foram r e a l i z a d o s  t r ê s  a justamentos  da rede de t r i a n g u l a ­
ção,  pelo método aqui p recon izado ,  fazendo-se as segu in tes  con-
s ide rações  :
19) i n c l u i n d o  todas as in j unções  i n i c i a i s ,
29) i n c l u i n d o  somente dois  v é r t i c e s  de coordenadas conhe 
c i das e
39) i n c l u i n d o  um azimute de L a p l a c e ,  uma base e um vérti^ 
ce como in junção  de pos i ção .
Os re su l t ados  de cada a justamento podem se r  v i s t o s  nas 
Tabelas  V, VI e V I I ,  r e sp ec t i v am en te ,  para cada s i t u a ç ã o  acima 
d e s c r i t a .  Além das coordenadas dos v é r t i c e s ,  se i n s e r i r a m ,  tam­
bém, os er ros  médios qu ad rá t i co s  das coordenadas de cada v é r t i ­
ce ,  o t r a ç o  da matr i z  v a r i â n c i a  dos parâmetros e o er ro médio 
das coordenadas .
Ev identemente ,  como j á  era de se e spe ra r ,  as coordenadas 
a j us t adas  não são i d ê n t i c a s  nos t r i s  a jus tamentos .  Parece  impor 
t an t e  saber  se essas a l t e r a ç õ e s  provocaram d i f e r e n ç a s  s ign i f i ca^  
t i v a s  na e s t r u t u r a  da rede de t r i a n g u l a ç ã o  geodés i ca .  Para o efei_ 
to ,  escolheram-se t r i s  lados da rede ,  sendo um em cada ex t r em i ­
dade e o outro sens i ve lmente  a meio da rede.  Dessa forma, tem- 
-se os lados
São João - São Pedro,
N o r t e l â n c i a  - Espia e 
La je  - Uruaçú.
Com o problema i n v e r s o ,  c a l cu l a r am-se  suas d i s tâ nc i as uti_ 
l i zando-se  as coordenadas a ju s t ada s  de cada um dos t r i s  a j u s t a ­
mentos, an te r io rm en te  c i t a d o s .  Os r e su l t ado s  desses c á l c u l o s  pô  
d em se r  v i s t o s  na Tabela V I I I .
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São João - 1 5 18 31 ,1833 0 , 0 0 0 1 - 48 46 42,3244 0 , 0 0 0 1
São Pedro - 15 14 54,2889 0 , 0 0 0 1 - 49 03 27,0205 0 , 0 0 0 1
Portei ri nha - 15 05 27,4011 0,0016 - 48 47 48,8873 0 , 0 0 2 0
Passa Tris - 15 03 43,6241 0,0015 - 49 00 00,3697 0,0018
Tome - 15 05 51,7055 0,0027 - 49 14 36,9266 0,0023
Serri nha - 15 1 5 38,4078 0,0024 - 49 15 56,4564 0,0026
Jeni papo - 15 17 08,3035 0,0045 - 49 28 43,7539 0,0048
Europa - 15 05 35,5528 0,0053 - 49 31 33,3888 0,0048
Nortelândia - 14 57 28,8869 0,0046 - 49 21 39,3702 0,0040
Espia - 14 48 01 ,1732 0,0055 - 49 14 57,9237 0,0053
Pontinha - 14 48 23,1174 0,0073 - 49 33 51,2886 0,0064
Estiva - 14 44 43,2856 0,0063 - 49 20 12,8510 0,0057
Santana - 14 39 26,8806 0,0077 - 49 27 35,8637 0,0069
Dourado - 14 39 12,6915 0,0069 - 49 15 34,1711 0,0068
Peixe - 14 30 17,2775 0,0085 - 49 24 11,3038 0,0079
Ca ti nguei ro - 14 30 01,0689 0,0079 - 49 17 44,8506 0,0078
Laje - 14 23 33,1748 0,0074 - 49 09 55,1608 0,0087
Uruaçú - 14 34 34,2382 0,0073 - 49 04 56,9815
. 0,0074
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i 1 ,83825
Traço  da ma t r i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a 0,001 089
„ 2
Err.o midio 0,005502"
* E .M.Q. :  Erro Midio Quadrát ico














São João - 15 18 31,1833 0 , 0 0 0 1 - 48 46 42, 3244 0 , 0 0 0 1
São Pedro - 15 14 54,2889 0 , 0 0 0 1 - 49 03 27, 0205 0 , 0 0 0 1
Portei ri nha - 15 05 27,4004 0,0015 - 48 47 48, 8871 0,0019
Passa Três - 15 03 43,6230 0,0015 - 49 00 0 0 ,3702 0,0018
Tomé - 15 05 51,7049 0,0030 - 49 14 36, 9292 0,0024
Serri nha - 15 15 38,4098 0,0024 - 49 15 56, 4581 0,0029
Jenipapo - 15 17 08,3086 0,0049 - 49 28 43, 7592 0,0063
Europa - 15 05 35,5549 0,0063 - 49 31 33, 3973 0,0064
Nortelãndia - 14 57 28,8843 0,0059 - 49 21 .39, 3774 0,0047
Espia - 14 48 01,1651 0,0076 - 49 14 57, 9297 0,0061
Ponti nha - 14 48 23,1141 0,0103 - 49 33 51, 3022 0,0081
Estiva - 14 44 43,2771 0,0090 - 49 20 1 2 ,8609 0,0071
Santa na - 14 39 26,8724 0,0115 - 49 27 35, 8786 0,0088
Dourado - 14 39 12,6786 0 , 0 1 0 2 - 49 15 34, 1801 0,0084
Pei xe - 14 30 17,2634 0,0137 - 49 24 1 1 ,3218 0 , 0 1 1 1
Cati nguei ro - 14 30 01,0515 0,0132 - 49 17 44, 8658 0 , 0 1 1 1
Laje - 14 23 33,1487 0,0151 - 49 09 55, 1748 0,0136
Uruaçú - 14 34 34,2167 0,0117 - 49 04 56, 9861 0,0109
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i 1 ,646326
Traço da matr i z  v a r i ã n c i a - c o v a r i â n c i a 0,0022964"2
Erro médio 0,0079867"
T a b e l a  V I I  -  A j u s t a m e n t o  com um A z i m u t e  de  L a p l a c e ,  uma B a s e  e
um V é r t i c e  de  C o o r d e n a d a  C o n h e c i d a
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V É R T I C E L A T I T U D E
O i »
E .M . Q DA 
L A T I T U D E
II
L O N G I T U D E
O i ii
E . M . Q  DA 
L O N G I T U D E
II
São João -  15 18 31 ,1833 0 , 0 0 0 1 -  48 46 42 , 3244 0 ,0 001
São Pedro -  15 14 54 ,2805 0 , 0070 -  49 03 27 ,0068 0 , 0064
P o r t e i  r i  nha -  15 05 27 ,4084 0 , 0052 - 48 47 48 , 8774 0, 0055
Passa  T r i s -  15 03 43 ,6243 0,0081 - 49 00 00 ,3512 0, 0074
Tomé -  15 05 51 ,6955 0 , 0117 -  49 14 36 ,9019 0, 0104
S e r r i  nha -  15 15 38 ,3929 0 , 0113 - 49 15 56 ,4366 0 , 0 1 0 0
J e n i  papo -  15 17 08 ,2825 0 , 0152 -  49 28 43,7301 0, 0128
Europa -  15 05 35 ,5347 0 , 0163 - 49 31 33 , 3584 0 , 0136
N o r t e l â n d i a -  14 57 28 ,8759 0 , 0143 - 49 21 39 ,3397 0, 0128
Esp i  a -  14 48 01 ,1673 0 , 0142 - 49 14 57 8901 0, 0139
Pon t i  nha -  14 48 23 ,1040 0 , 0179 - 49 33 51 ,2502 0, 0162
Es t i  va _ 14  44  43 ,2781 0 , 0156 -  49 20 12,81 55 0 ,0148
Santana -  14 39 26 ,8722 0 , 0174 - 49 27 35 ,8247 0, 0165
Dourado -  14 39 12 ,6863 0 , 0156 -  49 15 34 ,1341 0,01 57
P e i x e -  14 30 17,2715 0 ,0177 -  49 24 11 ,2640 0 , 0172
C a t i  nguei  r o -  14 30 01 , 0640 0 ,0167 -  49 17 44,8121 0,0167
L a j e -  14 23 33 , 1705 0 , 0158 - 49 09 55 ,1220 0,0173
Uruaçú -  1 4 34 34 ,2343 0 , 0154 - 49 04 56,9441 0 , 0162
V a r i â n c i a  d a  u n i d a d e  de  p e s o  a p o s t e r i o r i  1 , 6 4 6 3 2 0
T r a ç o  d a  m a t r i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a  0 , 0 0 6 6 8 1 7 "
E r r o  m é d i o 0 , 0 1 3 6 2 4
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T a b e l a  V I I I  -  A l o u  ma s  D i s t â n c i a s  n o s  T r i s  A j u s t a m e n t o s
Lado 
( m)AJUSTAMENTO






C/ todas i nj unções 30.708,694 21.177,042 22.192,979
C/ 2 v é r t i c e s  conhecidos 30.708,694 21.177,202 22.193,222
C/l az., 1 base e 1 vértice conh. 30.708,351 21.176,966 22.192,974
4.5 - Ajustamento com D e f i c i j n c i a  de C a r a c t e r í s t i c a
Com a mesma rede,  j ã  c i t a d a ,  fo i  c r i a d a  f a l t a  de injun- 
çÕes na t o t a l i d a d e  ou em p a r t e ,  provocando,  ass im,  deficiência de 
c a r a c t e r í s t i c a  e, conseqüentemente,  a o b r i g a t o r i e d a d e  da r e s o l u ­
ção das equações normais v i a  p s e u d o - in v e r s a s . A s e g u i r ,  são apre 
sentadas todas as combinações p o s s í v e i s  de a justamento coji 
s iderando a f a l t a  no todo ou em par te  das in junções  que dão esca^ 
la e impedem rotações  e t r a n s l a ç õ e s  ã rede.
4.5.1 - Ajustamento L i v r e
Ignorou-se a e x i s t ê n c i a  do azimute de Lap lace  e da base. 
Quanto aos v é r t i c e s  de coordenadas conhec idas ,  o São João e o 
São Pedro não foram cons iderados  para a formação de equações de 
i njunção de pos i ç ã o .
Os r e su l t ado s  desse a justamento estão i n s e r i d o s  na Tabe­
l a IX .
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São João - 15 18 31,1927 0,0044 - 48 46 42,3415 0,0040
São Pedro - 15 14 54,3163 0,0013 - 49 03 27,0541 0,0014
Portei rinha - 15 05 27,4008 0,0037 - 48 47 48,9251 0,0044
Passa Três - 15 03 43,6374 0,0025 - 49 00 00,4182 0,0024
Tomé - 1 5 05 51 ,7398 0,0019 - 49 14 36,9873 0,0018
Serri nha - 15 15 38,4538 0,0018 - 49 15 56,5018 0 , 0 0 2 0
Jenipapo - 15 17 08,3702 0,0031 - 49 28 43,8099 0,0024
Eu ropa - 15 05 35,6111 0,0023 - 49 31 33,4684 0,0023
Nortelândi a - 14 57 28,9204 0,0017 - 49 21 39,4506 0,0014
Espia - 14 48 01,1854 0,0016 - 49 14 58,0121 0,0017
Pontinha - 14 48 23,1588 0,0015 - 49 33 51,3985 0 , 0 0 2 2
Estiva - 14 44 43,3011 0 , 0 0 1 1 - 49 20 12,9524 0 , 0 0 1 1
Santana - 14 39 26,9023 0,0014 - 49 27 35,9813 0,0013
Dourado - 14 39 12,6930 0,0013 - 49 15 34,2724 0,0014
Peixe - 14 30 17,2820 0,0017 - 49 24 11,4361 0,0019
Catingueiro - 14 30 01,0618 0,0017 - 49 17 44,9723 0,0018
Laje - 14 23 33,1432 0,0037 - 49 09 55,2830 0,0035
Uruaçu - 14 34 34,2135 0,0033 - 49 04 57,0776 0,0031
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i 1,837489




4 .5 .2  - Ajustamento com Esca la  De f in id a
Neste t ipo  de a justamento ,  apenas se deu escala ã rede com 
uma equação de observação para a base.  Dessa forma, o azimute de 
Laplace  é ignorado e os v é r t i c e s  de coordenadas conhecidas São 
João e São Pedro não são cons iderados para a formação de equa­
ções de i n junção .  Os r e su l t ado s  desse a justamento estão i n s e r i ­
dos na Tabela X.
4.5.3 - Ajustamento com Or ien tação  Def in ida
Neste t ipo  de a justamento deu-se o r i en t a ç ão  ã rede com 
uma equação de in junção  para azimute de Lap lace .  Sendo assim, são 
ignorados a base e os dois  v é r t i c e s  de coordenadas conhecidas 
para a formação de equações de in j un çã o .  Os resultados desse ajus^ 
tamento estão i n s e r i d o s  na Tabela X I .
4 .5 .4  - Ajustamento com Pos i ção De f in ida
Neste caso,  o v é r t i c e  São Pedro é cons iderado como uma 
equação de i n junção .  0 azimute de Lap lace  e a base,  agora,  não 
estão sendo cons ide rados .  Os re su l t ados  desse ajustamento estão 
i n se r i d o s  na Tabela X I I .
4 .5 .5  - Ajustamento com Esca la  e Or i entação  De f i n idas
Agora,  somente a base e o azimute de Lap lace  são cons ide
rados para este a justamento.  Os v é r t i c e s ,  São João e São Pedro,  
de coordenadas conhec idas ,  são ignorados para a e l aboração de 
equações de pos i ção .  Os r e su l t ado s  desse a justamento estão i n ­
c lusos na Tabela X I I I .
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São João - 15 18 31,1559 0,0086 - 48 46 42 ,3817 0,0088
São Pedro - 15 14 54,2850 0,0056 - 49 03 27 ,0698 0,0031
Portei ri nha - 15 05 27,3831 0,0049 - 48 47 48 ,9639 0,0092
Passa Tres - 15 03 43,6223 0,0032 - 49 00 00 ,4391 0,0050
Tomé - 15 05 51,7217 0,0029 - 49 14 36 ,9868 0,0017
Serri nha - 15 15 38,4215 0,0053 - 49 15 56 ,4993 0,0021
Jeni papo - 15 17 08,3359 0,0056 - 49 28 43 ,7887 0,0047
Europa - 15 05 35,5936 0,0028 - 49 31 33 ,4432 0,0048
Nortelândi a - 14 57 28,9147 0,0014 - 49 21 39 ,4400 0,0024
Es pi a - 14 48 01,1934 0,0025 - 49 14 58 ,0113 0,0017
Ponti nha - 14 48 23,1664 0,0023 - 49 33 51 ,3702 0,0049
Esti va - 14 44 43,3139 0,0028 - 49 20 12 ,9440 0,0.018
Santana - 14 39 26,9229 0,0040 - 49 27 35 ,9622 0,0030
Dourado - 14 39 12,7139 0,0039 - 49 15 34 ,2709 0,0015
Peixe - 14 30 17,3160 0,0053 - 49 24 11 ,4221 0,0024
Cati nguei ro - 14 30 01,0960 0,0050 - 49 17 44 ,9677 0,0019
Laje - 14 23 33,1868 0,0050 - 49 09 55 ,2899 0,0033
Uruaçú - 14 34 34,2410 0,0054 - 49 04 57 ,0916 0,0018
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i 1 ,7 8 4 9 8 8
Traço da mat r i z v a r i â n c i a - c o v a r i ã n c i a
2
0 ,0 0 0 6 9 7 5 8 "
Erro médio 0 ,0 0 4 4 0 2 "
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São João - 15 18 31,2460 0,0103 - 48 46 42,3914 0,0098
São Pedro - 15 14 54,3376 0,0039 - 49 03 27,0970 0,0072
Portei ri nha - 1 5 05 27,4518 0 , 0 1 0 1 - 48 47 48,9487 0,0060
Passa Tris - 15 03 43,6651 0,0057 - 49 00 00,4385 0,0039
Tomé - 15 05 51,7396 0,0019 - 49 14 37,01 21 0,0038
Serri nha - 1 5 15 38,4513 0,0019 - 49 15 56,5464 0,0071
Jeni papo - 15 17 08,3433 0,0057 - 49 28 43,8577 0,0074
Europa - 15 05 35,5785 0,0058 - 49 31 33,4930 0,0035
Nortelândia - 14 57 28,9067 0,0027 - 49 21 39,4586 0,0014
Es pi a - 14 48 01 ,1843 0,0016 - 49 14 58,0009 0,0029
Ponti nha - 14 48 23,1216 0,0057 - 49 33 51,3883 0,0033
Estiva - 14 44 43,2899 0 , 0 0 2 0 - 49 20 12,9347 0,0034
Santana - 14 39 26,8769 0,0036 - 49 27 35,9530 0,0050
Dourado - 14 39 12,6906 0,0014 - 49 15 34,2435 0,0051
Peixe - 14 30 17,2630 0,0030 - 49 24 11,3894 0,0069
Ca ti nguei ro - 14 30 01,0550 0 , 0 0 2 1 - 49 17 44,9249 0,0067
Laje - 14 23 33,1513 0,0033 - 49 09 55,2225 0,0077
Uruaçü - 14 34 34,2313 0 , 0 0 2 2 - 49 04 57,0392 0,0063
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i 1 ,784973
Traço da mat r i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a
ii 2
0,00102478
E r ro  medio 0,005335"
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São João - 15 18 31,1486 0,0040 - 48 46 42,3055 0,0041
São Pedro - 15 14 54,2890 0 , 0 0 0 1 - 49 03 27,0184 0 , 0 0 0 1
Portei ri nha - 15 05 27,3603 0,0034 - 48 47 48,9023 0,0045
Passa Três - 15 03 43,6090 0 , 0 0 2 2 - 49 00 00,3946 0,0023
Tomé - 15 05 51,7250 0 , 0 0 2 2 - 49 14 36,9586 0 , 0 0 2 0
Serri nha - 15 15 38,4383 0 , 0 0 2 2 - 49 15 56,4628 0 , 0 0 2 2
Jenipapo - 15 17 08,3668 0,0035 - 49 28 43,7669 0,0029
Europa - 15 05 35,6126 0,0027 - 49 31 33,4366 0,0028
Nortelândia - 14 57 28,9140 0 , 0 0 2 0 - 49 21 39,4291 0,0017
Espia - 14 48 01 ,1745 0,0017 - 49 14 58,0015 0,0018
Pontinha - 14 48 23,1659 0,0017 - 49 33 51,3838 0,0025
Esti va - 14 44 43,2958 0 , 0 0 1 1 - 49 20 12,9441 0 , 0 0 1 2
Santana - 14 39 26,9052 0,0014 - 49 27 35,9769 0,0013
Dourado - 14 39 12,6844 0,0014 - 49 15 34,2707 0,0014
Pei xe - 14 30 17,2835 0,0017 - 49 24 11,4417 0,0019
Cati nguei ro - 14 30 01,0571 0,0017 - 49 17 44,9794 0,0019
Laje - 14 23 33,1323 0,0038 - 49 09 55,2983 0,0038
Uruaçú - 14 34 34,1956 0,0035 - 49 04 57,0827 0,0033
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i  1 ,735414
Traço  da m a t r i z  v a r i â n c i a - c o v a r i â n c i a  0,00022651 "
E r ro  médio 0,002508"
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São João - 15 18 31,2091 0,0129 - 48 46 42 ,4324 0,0120
São Pedro - 15 14 54,3060 0,0069 - 49 03 27 ,1132 0,0074
Portei ri nha - 15 05 27,4342 0,0107 - 48 47 48 ,9880 0,0097
Passa Tris - 15 03 43,6500 0,0062 - 49 00 00 ,4598 0,0056
Tomé - 15 05 51,7213 0,0028 - 49 14 37 ,0118 0,0037
Serri nha - 15 15 38,4186 0,0052 - 49 15 56 ,5442 0,0071
Jenipapo - 15 17 08,3084 0,0069 - 49 28 43 ,8366 0,0086
Europa - 15 05 35,5607 0,0057 - 49 31 33 ,4676 0,0058
Nortel ândi.a - 14 57 28,9008 0,0024 - 49 21 39 ,4479 0,0024
Espia - 14 48 01,1924 0,0024 - 49 14 58 ,0001 0,0029
Ponti nha - 14 48 23,1291 0,0060 - 49 33 51 ,3596 0,0053
Estiva - 14 44 43,3028 0,0034 - 49 20 12 ,9261 0,0035
Santana - 14 39 26,8976 0,0054 - 49 27 35 ,9336 0,0054
Dourado - 14 39 12,7117 0,0039 - 49 15 34 ,2418 0,0051
Peixe - 14 30 17,2972 0,0061 - 49 24 11 ,3750 0,0067
Ca ti nguei ro - 14 30 01,0896 0,0052 - 49 17 44 9200 0,0066
Laje - 14 23 33,1955 0,0046 - 49 09 55 2291 0,0076
Uruaçú - 14 34 34,2592 0,0045 - 49 04 57 0531 0,0060
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i 1 , 7 3 53 89
Traço da mat r i z v a r i ã n c i a - c o v a r i â n c i a
2
0 , 0 0 1  4 7 5 4 0  "
Erro médio 0 , 0 0 6 4 0 2 "
4.5.6  - Ajustamento com Esca la  e Pos i ção De f in idas
Nesta s i tu a ção  é descons iderado o azimute de Lap lace .  En 
t r e t a n t o ,  a base vai  c o n t r i b u i r  para a formação de uma equação 
de observação e o v é r t i c e  São Pedro para a inc lusão  de uma equa  ̂
ção de posi ção.  Os resu l t ados  desses ajustamentos podem se r  vis^ 
tos na Tabela X IV.
4.5 .7  - Ajustamento com Or ien tação  e Pos i ção De f in idas
Neste caso,  o a justamento l i v r e  esta desprov ido de e sc a ­
la e são cons iderados o azimute de Lap lace  o e v é r t i c e  São Pe­
dro para contr ibuTrem com duas equações de i n j u n ç ã o ,  sendo uma 
para o r i e n t a ç ã o  e a outra para pos i ção.  Os r e su l t ado s  desse ajus_ 
tamento podem ser  v i s t o s  na Tabela XV.
4 .5 .8  - Resul tados  do Ajustamento com Def i c i ênc ia  de Característica
De forma aná loga,  ao que fo i  cons ide rado  na seção 4 .4 ,  
quando se e s t ipu la r am  aqueles t r ê s  lados da t r i a n g u l a ç ã o ,  procei 
der-se-ã ,  aq u i ,  com o i n t u i t o  de v e r i f i c a r  se os resu l t ados  dos 
d i f e r e n t e s  a justamentos provocaram d i f e r e n ç a s  s i g n i f i c a t i v a s  na 
e s t r u tu r a  da rede.  Po r t a n to ,  com o a u x í l i o  do problema i n v e r s o ,  
c a l cu la ram-se  as d i s t â n c i a s  dos t rê s  lados para cada t ipo  de 
ajustamento com d e f i c i ê n c i a  de c a r a c t e r í s t i c a  aqui  apresentado 
e os r e su l t ados  estão i n s e r i d o s  na Tabela XVI .
4.6 - Resu l tados G loba i s
Para que f iq ue  melhor e v id en c i ad o ,  reun iu-se  na Tabela 
XV I I  o er ro  médio de todos os a justamentos r e a l i z a d o s ,  que se 
pode ver a segui  r.
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São João - 15 18 31,1437 0,0043 - 48 46 42,3266 0,0063
São Pedro - 15 14 54,2890 0 , 0 0 0 1 - 49 03 27,0184 0 , 0 0 0 1
Portei ri nha - 15 05 27,3720 0,0039 - 48 47 48,9221 0,0068
Passa Três - 15 03 43,6230 0,0039 - 49 00 00,3992 0,0027
Tomé - 15 05 51 ,7366 0,0038 - 49 14 36,9447 0,0035
Serri nha - 15 15 38,4376 0 , 0 0 2 1 - 49 15 56,4471 0,0042
Jeni papo - 15 17 08,3644 0,0033 - 49 28 43,7350 0,0073
Europa - 15 05 35,6249 0,0044 - 49 31 33,4014 0,0074
Nortelândia - 14 57 28,9364 0,0056 - 49 21 39,4065 0,0049
Espia - 14 48 01,2086 0,0076 - 49 14 57,9875 0,0036
Ponti nha - 14 48 23,2000 0,0076 - 49 33 51,3460 0,0073
Es t i va - 14 44 43,3342 0,0082 - 49 20 12,9236 0,0043
Santana - 14 39 26,9504 0,0092 - 49 27 35,9472 0,0054
Dourado - 14 39 12,7297 0,0091 - 49 15 34,2561 0,0036
Pei xe - 14 30 17,3401 0,0105 - 49 24 11,4165 0,0046
Ca t i nguei ro - 14 30 01,1139 0 , 0 1 0 2 - 49 17 44,9623 0,0038
Laje - 14 23 33,1971 0 , 0 1 0 1 - 49 09 55,2911 0,0045
Uruaçú - 14 34 34,2465 0,0103 - 49 04 57,0815 0,0034
V a r i â n c i a  da unidade de peso a p o s t e r i o r i  1,688510
Traço da m a t r i z  v a r i â n c i a - c o  v a r i â n c i a  0,00134992"
E r ro  médio 0,006124"
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São João - 15 18 31,1966 0,0069 - 48 46 42 ,3157 0,0043
São Pedro - 15 14 54,2890 0 , 0 0 0 1 - 49 03 27 ,0184 0 , 0 0 0 1
Portei ri nha - 15 05 27,4046 0,0065 - 48 47 48 ,8729 0,0053
Passa Três - 15 03 43,6183 0,0026 - 49 00 00 ,3606 0,0045
Tome - 15 05 51,6927 0,0042 - 49 14 36 ,9317 0,0041
Serri nha - 15 15 38,4027 0,0047 - 49 15 56 ,4656 0 , 0 0 2 1
Jenipapo - 15 17 08,2946 0,0090 - 49 28 43 ,7747 0,0027
Europa - 15 05 35,5318 0,0092 - 49 31 33,4096 0,0049
Nortelândia - 14 57 28,8612 0,0059 - 49 21 39 ,3771 0,0065
Espi a - 14 48 01,1404 0,0040 - 49 14 57,9206 0,0095
Ponti nha - 14 48 23,0778 0,0089 - 49 33 51,3047 0,0099
Estiva - 14 44 43,2466 0,0053 - 49 20 1 2 ,8535 0 , 0 1 0 1
Santana - 14 39 26,8346 0,0069 - 49 27 35 ,8706 0,0117
Dourado - 14 39 12,6482 0,0044 - 49 15 34 ,1632 0,0118
Peixe - 14 30 17,2222 0,0061 - 49 24 11 ,3077 0,0134
Cati nguei ro - 14 30 01,0142 0,0050 - 49 17 44 ,8444 0,0133
Laje - 14 23 33,1115 0,0050 - 49 09 55,1434 0,0141
Uruaçú - 14 34 34,1895 0,0040 - 49 04 56 ,9608 0,0127
V a r i â n c i a da unidade de peso a p o s t e r i o r i 1 ,688488





Tabe l a  XVI  - Algumas D i s t â n c i a s  nos A jus t amentos  L i v r e s
Lado
Ajustamento
Sao Joao - 
- São Pedro
Nort e landi  a 
Espia
La je  - 
- Uruaçú
sem in junções 30.709,05 21 .177 ,45 22.193,49
com esca la 30.708,30 21.176,93 22.192,95
com o r i e n ta ção 30.709,06 21.177,45 22.193,49
com posição 30.708,95 21 .177,38 22.193,41
c/ o r i e n t a ç ã o  e escala 30.708,31 21.176,93 22.1 92, 95
c/es ca 1 a e pos i ção 30.708,30 21.176,93 22.192,95
c/orientação e posição 30.708,97 21 .177,39 22.193,43









Algebra de 1 1 1 0,013624
0 0 2 0,007987
Cay ley 1 1 2 0,005502
1 0 1 0,007598
1 1 0 0,006402
Pseudo - 0 1 1 0,006124
- In ve rsas 1 0 0 0,005335
0 1 0 0,004402
0 0 1 0,002509
0 0 0 0,002413
4.7 - Programas Computacionais
Para se consegui r  e f e t u a r  os ajustamentos da rede,  foi elâ  
borado um programa, em l inguagem F o r t r a n ,  o qual se encontra no 
anexo 5. Junto  com o programa foram u t i l i z a d a s  dezesse i s  subro ­
t i n a s .  As sub ro t inas  AB, VERSOL, SOMAT e PATATA são fo rnec idas  
aos alunos do CPGCG. As r e s t a n t e s ,  GMSR, RGMS, DIMED, RAIOS, TI_ 
TULO, AZDIS,  GERAD, GERAA, GERAZ, PSEUDO, PROINT e PROINP foram 
e laboras para a tender  as necess idades  do programa.
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5 - CONCLUSOES E RECOMENDAÇÜES
5.1 - Conclusoes
A p a r t i r  do que fo i  apresentado nos c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s  
pode-se a f i rm a r  que a a t r i b u i ç ã o  de v a r i â n c i a s  ãs observações e 
âs in junções  é uma operação extremamente d e l i c a d a .  Tal  f a to  vem 
se con f i rma r  quando se procedeu ao t e s t e  para a t r i b u i r  as v a ­
r i â n c i a s  das in junções  de posi ção (Tabe la IV )  e c ons ta t a-s e  que 
a v a r i â n c i a ,  ao d i m i n u i r ,  faz o er ro médio dos parâmetros de ­
c r e s c e r .  A c e r t o  momento, parece quere r  e s t a b i l i z a r  e o ponto de 
i n í c i o  de t a l  f a se  pode se r  cons ide rado  como o er ro médio o b t i ­
do com o a justamento r e a l i z a d o ,  onde se co ns id e ra  os v é r t i c e s  
São João e São Pedro t o ta lmente  f i x o s .  Os e rros  in e r e n t e s  as iji 
junções de posição parecem querer  se t r a n s m i t i r  aos parâmetros 
da rede.
Quando são f e i t o s  os ajustamentos, da t r i a n g u l a ç ã o  v i a  ã]_ 
gebra de Ca y l e y ,  c ons t a t a-s e  que o er ro médio qu ad rá t i co  da l a ­
t i t u d e  e da long i tude  aumenta ã medida em que os v é r t i c e s  vão 
se tornando cada vez mais a fas tados  daqueles que a fixou ao e l i p  
sõ ide .  Por outro l ado,  v e r i f i c a - s e  que a i n c lu são  da base La je- 
-Uruaçú e o azimute de Lap la ce  Uruaçú-Dourado, na out ra  ex t r em i ­
dade da rede,  f i ze ram ba ixa r  o er ro  médio das coordenadas dosvér  
t i c e s .  Quanto ã e s t r u t u r a  da rede ,  parece não t e r  havido d i f e ­
renças s i g n i f i c a t i v a s ,  conforme se pode c o n s t a t a r  na Tabela 
V I I I  .
Quanto ao a justamento l i v r e ,  em todos os ajustamentos r e a ­
l i z ado s  e aqui d e s c r i t o s ,  parece não t e r  e x i s t i d o  diferenças s ig
n i f i c a t i v a s  na estrutura da rede,  conforme se pode c o n s t a t a r  na 
Tabela XV I .  Quando o a justamento está  to ta lmente  desprovido de 
in ju n çõ es ,  v e r i f i c a - s e  que, os er ros  médios quad rá t i cos  das co ­
ordenadas vão aumentando ã medida que os v é r t i c e s  se afastam do 
cent ro  de g rav idade  da rede.
A a n á l i s e  comparat i va  en t re  os a j us tamentos ,  v i a  á lgebra  
de Cay ley  e v i a  ps eu d o - i n v e r s a s , conduz ã informação que o e r ­
ro médio dos parâmetros no ajustamento l i v r e  fo i  i n f e r i o r e m  com 
paração com os dos a justamentos r e a l i z a d o s  v i a  á lgebra  de Cay­
ley  onde não há excesso de i n j u n ç õ e s .  Tal  f a t o  é f a c i  1 mente conŝ  
t a tado na Tabela  X V I I .
5.2 - Recomendações
De tudo o que f o i  v i s t o  parece oportuno recomendar a uti^ 
l i z a ç ã o  do a justamento l i v r e ,  v i s t o  que, neste  t r a b a l h o ,  e com 
aquela rede,  conduziu a re su l t ados  mais p r e c i s o ,  i s t o  é,  as coor  
denadas geodés i cas  s u j e i t a s  a um e rro  menor.
Recomenda-se, também, o estudo do ajustamento l i v r e  e sua 
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Azimute de Laplace 
Base
Coordenodas conhecidas
CONVERGÊNCIA MERIDIANA NO 
VÉRT ICE E S P IA
&
PROJEÇÃO UNIVERSAL TRANSVERSA De MERCATOR 
ESCALA < 1 < SOO000
MERIDIANO CENTRAL 91 ° W 
DATUM HORIZONTAL ■ CHUA 0o 26'49,9"
Dm. Flavia Boyen
C A S A  0 0  D E S E N H O
ANEXO 2
D i r e ç õ e s ,  Az i m u t e  d e  La p l a c e , Ba s e  e  Co o r d e n a d a s  Ge o d é s
Co n h e c i d a s  d a  T r i a n g u l a ç ã o
LISTA DE DIREÇÕES OBSERVADAS MEDIAS
86
ESTAÇÃO PONTO VISADO DIREÇÃO
São João São Pedro 0 0 0 ° 00  ' 0 0 , 0 0 "
Passa Três 36 2 0 31 ,35
P o r t e i  r i  nha 72 46 53,09
São Pedro S e r r i nha 0 0 0 00 0 0 , 0 0
T omé 43 17 58 ,95
Passa Três 1 1 0 09 58,41
Po r t e i  r inha 1 51 38 33,10
São João 1 96 04 21 ,29
Po r t e i  r i  nha São João 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
São Pedro 62 47 19,98
Passa Três 1 0 2 59 34,51
Passa Três Po r t e i  r i  nha 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
São João 40 34 04,79
São Pedro 98 1 9 1 2 , 0 1
S e r r i nha 134 0 2 40,61
Tomé 1 63 04 56,30
T omé Passa Três 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
São Pedro 48 2 2 1 7,24
S e r r i  nha 106 0 1 01 , 58
8 7
ESTAÇÃO PONTO VISADO | DIREÇÃO
• • •
J en i  papo 149 02 38,92
Eu ropa 189 25 14,59
Ponti  nha 231 32 03,26
N o r t e l ãndi a 239 16 22,55
Espi a 277 25 37,70
S e r r i n h a Jen i  papo 0 0 0  0 0  0 0 , 0 0
Europa 40 24 05,88
Tome 104 24 45,43
Passa Três 149 21 29,49
São Pedro 183 28 03,15
Jen ipapo Europa 0 0 0  0 0  0 0 , 0 0
Tomé 63 58 04,50
S e r r i nha 96 31 44,48
Europa P o n t i nha 0 0 0  0 0  0 0 , 0 0
Espia 49 59 20,31
Nor te l ãnd i  a 57 17 41,91
T omé 98 22 39,89
S e r r i  nha 130 57 48,52
Jen i  papo 174 01 59,41
Nor te l ândi  a T omé 0 0 0  0 0  0 0 , 0 0
Europa 89 03 55,18
Po nt i  nha 166 40 08,04
88
ESTAÇAO PONTO VISADO
Espia 253 44 53,49
T omé 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
Nor t e i and i a 35 35 39,99
Eu ro pa 43 36 19,18
Pont i  nha 89 54 40, 51
Es t i  va 1 23 56 01 , 57
Dourado 177 16 18,09
DIREÇÃO
Espi a
Pont i  nha




E s t i  va 
Espia
Nor te landi  a 
T omé 
Europa
Pont i  nha 
Sa nta na 
Dou ra do 
Espia
Peixe
Cat i  nguei ro 
Dou ra do 
Es t i  va
0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
28 29 07,1 2
40 18 53 ,45
54 37 03,54
93 13 18,72
98 48 51 ,26
138 1 9 24,72
0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
51 42 54,11
1 44 50 26,44
228 1 9 31 ,20
0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
25 34 48,96
6 8 56 1 2 , 6 8
106 2 1 14,10
89
ESTAÇflO PONTO VISADO DIREÇÃO
Pont i  nha 1 94 1 9 28,32
Do urado Espia 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
E s t i v a 43 1 0 39,14
Pont i  nha 6 6 30 27 , 8 8
Santana 92 38 06,59
Pe ixe 140 33 02,27
Cat i  nguei ro 170 49 14,11
La j  e 203 1 1 45,94
Uruaçu 249 40 10,85
Pe ixe Ca t i  ngu ei ro 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
Dourado 49 13 115,84
Santana 1 1  2 2 2 07 ,73
Ca t i  nguei ro La j  e 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0
Uruaçú 60 2 1 11,30
Dou rado 11 7 16 34,01
Santana 175 44 03 ,20
Pe ixe 217 47 06,19
Laje Uruaçu 1 59 50 32,92
Dourado 2 0 2 54 43,50
Cat i  nguei ro 233 1 5 37,49
90
ESTAÇÃO PONTO VISADO DIREÇÃO
Uruaçu Dourado 0 0 0 0 0  0 0 , 0 0
Cat i  nguei ro 44 13 40,91
La je 90 27 26,18
Azimute de Lap lace :
Uruaçú - Dourado 245° 48 28,89"
Bas e :
Uruaçú - La je  22.192,9483 m
Coordenadas Geodésicas Conhec idas:
São João <f>: 15° 18' 31 , 1838" S
A: 48° 46' 42,3240" W
Sao Pedro <f>: 15° 14' 54,2890" S 
A: 49°  03' 27,0184" W
A N EXO  3
F i g u r a s , T r i â n g u l o s , Ân g u l o s , Ex c e s s o  Es f é r i c o , Er r o  d e  F e c h a ­
m e n t o  e  D i s t â n c i a s  d a  Re d e
Posso Très
F ig .  6 - P r im e i r a  F igura
TRIÂNGULO N9 1
São Joao 7 2 46' 53 ,09"
P o r t e i r i n h a  52 47' 19,98"
São Pedro 44 25' 48,19"
e = 1 , 8 1 "
W = - 0,55
São João - São Pedro 
São Pedro - P o r t e i r i n h a  





Sao Joao 36 26 ' 21,74"
P o r t e i r i n h a  1 0 2  59' 34,51"
e = 1,33"
Passa T r i s  40 34' 04,79" - 0,29
São João - Passa Três 36.217,11 m
Passa Três - P o r t e i r i n h a  22.077,11 m
P o r t e i r i n h a  - São João 24.172,61 m
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T R I Â N G U L O  N9 3
P o r t e i r i n h a  40° 12' 14,53" e = 1,20"
Passa T r i s  98° 19' 12,01 "
São Pedro 41°  28' 34,69" W = 0,03"
P o r t e i r i n h a  - São Pedro 32.982,74 m
São Pedro - Passa Três 21.517,14 m
Passa T r i s  - P o r t e i r i n h a  22.077,11 m
TRIÂNGULO N9 4
Passa T r i s  57°  45' 07,22" e = 1,68"
São Pedro 85°  54' 22,88"
São João 36°  20' 31,35" U = - 0,23"
Passa T r i s  - São João 36.216,93 m
São João - São Pedro 30.708,65 m
São Pedro - Passa T r i s  21.517,14 m
Posso Três
F ig .  7 - Segunda F igura
94
T R i A n g u  l o  no 5
6 6 °  51 ' 59 ,46 " 
64° 45' 44,29" 
48°  22' 17,24"
S ã o  P e d r o  -  Tomé 
Tomé - P a s s a  T r i s  
P a s s a  T r ê s  -  S ã o  P e d r o
TRIÂNGULO N9 6
Passa Três 29° 02' 15,69" 
Tomé 106° 01' 01,58"
Se r r i n h a  44°  56' 44,06"
Passa Três - Se r r i nha  
S e r r i  nha - Tomé 
Tomé - Passa Très
TRIÂNGULO NO 7
Tomé 57° 38' 44,34"
Se r r i n h a  7 9°  03' 17,72"
São Pedro 43°  17' 58,95"
Tomé - São Pedro 
São Pedro - S e r r i n h a  
S e r r i  nha - Tomé
São Pedro 
Passa T r i s  










e = 1 , 0 2 "





T R I Â N G U L O  N9 8
Se r r i nha  34°  06' 33,66" e - 1,15"
São Pedro 110° 09' 58,41 "
Passa T r i s  35° 43' 28,60" W = - 0,48"
Se r r i n h a  - Passa T r i s  36.018,07 m
Passa T r i s  - São Pedro 21.517,04 m
São Pedro - Se r r i nha  22.404,00 m
Europa






75° 39' 19,52'  
63° 58' 04,50'
e = 1 ,64"
U = - 1 , 9 5 "
Tomi - Jen ipapo  






TR iA ngulo N9 i o
Europa 43°  04' 10,89"
J en ipapo 96° 31' 44,48"
Se r r inha  40°  24' 05,88"
Europa - S e r r i n h a  
Se r r i n h a  - J en ipapo 
Jen ipapo - Europa
TRIÂNGULO N9 11
Jenipapo 32° 33' 39,98"
S e r r i n h a  104° 24' 45,43"
Tome 43°  01' 37 , 34"
J en ipapo  - Tome
Tomé - S e r r i  nha 
S e r r i  nha - J en i  papo
TRIÂNGULO N9 12
Se r r i n h a  64° 00' 39,55"
Tomé 83°  24' 13,01"
Europa 32°  35' 08,63"
S e r r i  nha - Europa
Europa - Tomé 
Tomi - S e r r i n h a
e = 1 ,28"




e = 1 , 0 4 "  




e = 1 ,40"





Tome 42°  06' 48,67"  e = 2,45"
Europa 98° 22' 39,89"
Pont inha 39°  30' 33,46" W = - 0,43"
Tome - Pont inha 47.207,93 m
Pont inha - Europa 31.999,05 m
Europa - Tome 30.357,66 m
TRIÂNGULO N9 14
Europa 49°  59' 20,31"
Pont i  nha 83°  42' 21,18"
Espia 46°  18' 21,33"
e = 2,7 5" 
W = 0,07"
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Europa - Espia 
Espia - Pont inha 
Pont inha - Europa
TRIÂNGULO N9 15
Pont i  nha 44°  11' 47 , 22"
Espia 89°  54' 40,51"
Tomé 45° 53' 34,44"
Pont inha - Tomé
Tomé - Espia 
Espia - Pont inha
TRIÂNGULO N9 16
Espia 43°  36' 19,18"
Tomé 8 8 °  00' 23,11"
Europa 48°  23' 19,58"
Espia - Europa 
Europa - Tomé 
Tomé - Espia
TRIÂNGULO N9 17
Nor te l ând i a  89°  03' 55,18"
Tomé 49° 51' 07,96"
Europa 41°  04' 57,98"
43.989,75 m 
33 .896,87 m 
31 . 999, 05 m
e = 2,84"










W = - 0 ,06 "
99
Nor te l and i a  - Europa 23.207,65 m
Europa - Tomé 30.357,28 m
Tomé - No r te l and i a  19.951,84 m
TRIÂNGULO N9 18
No r t e l and i a  106° 15' 06,51" e = 1,03"
Espia 35°  35' 39,99" W = 0,62"
Tomé 38° 09' 15,15"
N o r t e l an d ia  - Tomé 19.951,84 m
Tomé - Espia 32.909,35 m
Espia - Nor te l and i a  21.1 76,84 m
TRIÂNGULO N9 19
Nor te l and ia  87°  04' 45,45"  e = 1,49"
Pont inha 38°  36' 15,18" W = 0,34"
Espia 54° 19' 00,52"
Nor te l and i a  - Esp ia  21.176,84 m
Espia - Pont inha 33.896,69 m
Pont inha - No r te l and i a  27.568,51 m
TRIÂNGULO N9 20
Nor te l and ia  77°  36' 12,86"
Porttinha 45°  06' 06,00"
Europa 57°  17' 41 ,91 "
e = 1,59"
W = - 0,82
Nor te l ând ia  - Europa 23.207,69 m
Europa - Pont inha 31.998,77 m
Pont inha - Nor t e l ând ia  27.568,51 m
Santana Dourado
F ig .  10 - Quinta F igura
TRIÂNGULO N9 21
E s t i v a
Espia
Dourado
8 3 291 04 , 76'
53° 20' 16,52'  
43°  10' 39,14'
e = 0,37 
W = 0,05
E s t i v a  - Dourado 
Dourado - Espia 
Espia - E s t i v a
13.143,17 m 
16.278,68 m 
11.211 , 27 m
TRIÂNGULO NO 22
E s t i v a  93° 07' 32,33"
Dourado 49°  27' 27,45"
Santana 37° 25' 01,42"
e = 0,55 
U = 0,65
101
E s t i v a  - Santana 
Santana - Dourado 
Doura do - E s t i v a
TRIÂNGULO N9 23
E s t i v a  51° 42' 54,11 "
Santana 87°  58' 14,22"
Pont inha 40°  18' 53,45"
E s t i v a  - Pont i  nha 
Pont inha - Santana 
Santana - E s t i v a
TRIÂNGULO N9 24
E s t i v a  131° 40' 28,80"
Pont inha 14° 18' 10,09"
Espia 34° 01 ' 21,06"
Es t i  va-Espi  a 
Espia - Pont inha 
Pont inha - E s t i v a
TRIÂNGULO N9 25
Pont inha 26° 07' 56,42"
Es pi a 87°  21' 37 , 58"
Dourado 6 6 °  30' 27,88"
1 6 .437 ,84 m 
21.598,72 m
13.143,17 m





e = 0,54 
W = - 0,59
11.211,27 m
33.896,69 m 
25.391 , 64 m
e = 1,41 " 
U = 0,47"
Pont i  nha - Dourado 
Dourado - Espia 





Dourado 26° 07' 38,71
Santana 125° 23' 15,64'
Pont inha 28° 29' 07,12
Dourado - Pont inha 36
Pont inha - Santana 19
Santana - Dourado 21
Fi g . 11 - Sexta  Fi gura
TRIÂNGULO N9 27
Santana 43°  21' 23,72"
Dourado 78°  11' 07,52"
C a t i ngue i ro  58° 27' 29,19"
e = 0,90" 
W - 0,57"
.921 ,01 m 
.943,22 m 
.599,15 m
e = 0,94 
W = - 0,51
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Santana - Ca t ingue i r o  
C a t i n g u e i r o  - Dourado 
Dourado - Santana
TRIÂNGULO N9 28
Dourado 30° 16' 11 ,84"
C a t i ngue i ro  100° 30' 32,18"
Pe ixe  49°  13' 15,84"
Dourado - Pe ixe  
Pe ixe  - Cat i  nguei ro 
C a t i n g u e i r o  - Dourado
TRIÂNGULO N9 29
Ca t i ngue i ro  42° 03' 02, 99"
Pe ixe  112° 22' 07,73"
Santana 25° 34' 48,96"
Ca t i n g u e i r o  - Santana 
Santana - Pe ixe 
Pe ixe  - Ca t i n g u e i r o
TRIÂNGULO N9 30
Dourado 47°  54' 55,68"
Pe ixe 63°  08' 5V,89"















W = - 0,67"
1 04
Dourado - Santana 21.598,73 m
Santana - Pe ixe  17.966,94 m




Fig.  12 - Sét ima F igura
TRIÂNGULO N9 31




44°  13' 40,91"
e = 0,91"
W = - 0,55"
C a t i n g u e i r o  - Uruaçu 
Uruaçu - Dourado 





Dourado 46°  28' 24,91 "
Uruaçú 90°  27' 26,18"
Laje 43°  04' 10,58"
Dourado - Laje  
L a j e  - Uruaçú 
Uruaçu - Dourado
TRIÂNGULO NO 33
Uruaçú 46°  13' 45,27"
La je  73° 25' 04,57"
C a t i n g u e i r o  60° 21' 11,30"
Uruaçú - C a t i n g u e i r o  
Cat i  nguei ro - La je  
La je  - Uruaçú
TRIÂNGULO N9 34
La je  30° 20' 53,99"
C a t i ngue i ro  117° 16' 34,01"
Dourado 32°  22' 31 ,83"
L a je  - Dourado 
Dourado - C a t i n g u e i r a  
Cat i  nguei ro - La je
t r i A n g u l o  N 9 3 2















ANEXO  4 
Co o r d e n a d a s  A p r o x i m a d a s
PLANILHA DO CALCULO DO TRANSPORTE DE COORDENADAS APROXIMADAS SOBRE O EL IPSOlDE;  FORMULÁRIO:














0 I "ESTACIONADO VISADO
S. João Po r t e i  r inha 72 46 53,09 355 16 57,47 24 172,42 15 05 27,40 48 47 48,89
Po r te i  r i  nha Passa T r i s 102 59 34,51 278 16 49,43 22 077,11 15 03 43,63 49 00 00,29
Passa Tris Tome 163 04 56,30 261 24 56,00 26 472,07 1 5 05 51 ,72 49 14 36,93
Tomé Nortelândi a 239 16 22,55 320 45 06,60 19 951 ,84 14 57 28,89 49 21 39,24
Nortelândia Espia 253 44 53,49 34 31 49,63 21 176,84 14 48 01 ,19 49 14 57,95
Espia Estiva 8 8  20 21 ,58 302 50 28,13 11 211,27 14 44 43,32 49 20 12,83
Esti va Dourado 276 30 55,24 39 22 43,67 13 143,17 14 39 12,73 49 15 34,22
Dourado Uruaçú 206 29 31,71 65 51 04,67 20 901,96 14 34 34,26 49 04 57,16
Uruaçu Laje 90 27 26,18 336 15 50,07 22 192,95 14 23 33,20 49 09 55,23
Laje Cati nguei ro 73 25 04,57 229 42 09,23 18 439,57 14 30 01,11 49 17 45,02
Ca ti nguei ro Peixe 217 47 06,19 267 31 12,59 11 582,27 14 30 17,32 49 24 11,47
Pei xe Santa na 112 22 07,73 199 54 57,10 17 966,94 14 39 26,92 49 27 36,08
Santana Ponti nha 194 19 28,32 214 15 16,91 19 942, 76 14 48 23,14 49 33 51 ,61
Ponti nha Europa 138 19 24,72 172 36 17,09 31 998,77 15 05 35,57 49 31 33,60
Europa Jenipapo 174 01 59,41 166 37 40,92 21 886,36 15 17 08,31 49 28 43,86
Jenipapo Serri nha 96 31 44,48 83 08 40,95 23 059,66 15 15 38,40 49 15 56,62
Serri nha São Pedro 183 28 03,1 5 8 6  33 21 ,98 22 404,00 15 14 54,26 49 03 27,21
Sao Pedro São Joao 196 04 21 ,29 102 34 26,09 30 708,65 15 18 31,14 48 46 42,51
o
A N EX O  5 
P r o g r a m a  e  S u b -R o t i n a s
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c *****♦*****«*■************ + *«* >M->*4************** ***%##'•'
Ç * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  f # f  f •
c * * Ü PR f cS tN I E  F h O G H » ^  AÚCS lA BfcCfcS Cfc 1R1ANGÜLACAO
c * * GEGDtS lCA  PELO A-tlUH, .l E VARIAÇÃO UE C0CPd £NADAS
c ** COM t  d£h> I N d Un COKs  ' l N * C l  Aa S 11 E k  Al  1 V Af»£ NTÊ.
c * * AUAOh« FhANCiSCC ft. '6.  í-k G ikO
c * * d a d o s  i n i c i a i s :
c * * - A . . . .............SK JU- f c l XC  ÜC t l  l P b O I D E ?
c * * - A L F A .............iMVfcRôC RC AChAl  ANF.NÏG DO E L I P S Ü Ï Ô E #
c * * - I ,  D, K* • *N* DCS tf Eh X . L i t  OR IG IN AL  IRIÀtoUOEiBSf
c ** - N A . . . . . . . . NuWfcRO DE AAGcr.CS INDfcFENDETTES ;
c ** -NAZ ............... NüWfcRC DE A x 11* t 1E S DE U P L A C i E I
c * * -Ntí . . . . . . . . NÜNtPc  DE PAd t S  i
c ♦ * -NW l l  • • . . * .NuNtPC G A>li"C r t  I T t F A C C E S »
C ** -NOBS , . . . . .NuNfcRC t f  F o Ua CwFS DE CBStRVACAO?
c *♦ -NPAh .............Nu^fcftC Dt FAPAAfcTHOS»)
c * * -NV .............. .MühfcPD DÊ V f c P i l C E S ?
c * * -N V F .............»NuNfcPC DE V f cP i .  C/COORD. C O K H E C I M * *
c ** -OBS » .............V A I .OhES OfcScRVAlOS 1 AlvGULOS U I R  » I A *
c ** SES  , l J r  AZ I  h Ul  ES  U  E CGORDENÄDAS DE
c ** Cfc V ER T I C ES  Aol fcTACOS)
c ** -VAR ............. .. V AP LAN Ci  A L a S CbStPVACCfcS)
c ** -XO. . . . . . . .COORDENADAS GfcCoRAFiCAS APRüXXWAi f tS Í
c ** OBöEhV . S  E S 11 PRCGhApA X h A il A L H A CCh « A ï R l z E S *
c ** POP 1 A Ni C , Ht Vk fc ê h rs E S F fc 11 ADO C D i  *
c * * N fc N b X C N A S t  Ni 0 A t  A X X 0 ♦
c * * UlhEivSiOiV A A ( N h A h ) , f l C U U t f a î ,  AN ( NF A h , ïtfPAP ) ,
c * * ATrL (NhAr i ) ,  l ( N C « S ) r  J c ' \ C F S ) r  k C n C ^ S U  CöS
c * * (NOBS), hCNGbSj ,  VaK(NLHx-),  />A(NPAk) ,  XAA
c * * ( N F A t< ) , / C ( N F A t t ) ,  XK(n iAíN) ,  A M tR ( N V ) r  X C ( N P A R ) r
c * * X P t f E P ( N V ) ,  Zm ( n F«F  rNh Ar') r Z»UNN)»  ZC (N PA H ) r
c * * Z D l N f A K )  .
c * *
c ** PUP1C A i f  ci-í. , 01)1/82
c **
C ******** *********** **•*■******* + * +***,**************** *f f?>*
Ç * + * * * 4 * 4 4 4 * * * * * , * * * * * * * * * * * , *  * * 4 * * * * * * * 4 * 4 * * * * * * * * * $ * * ; § *
1 1> F L I C 1 1 kEaL »» (A-H, c-z)
CxWtNSlOW A A ( 3 6 ) ,  H C / n ,  AR(- i t i ,3o í ,  A T F L ( 3 & ) ;  fciC363| 
Í f c M * A h ( j b ) ,  1 ( 7 0 ) ,  o C / ü í ,  K i 7 i t ) f c B S ( 7 0 ) ,  P ( 7 0 ) ,  V A f l f l g  
2 X A (3 & ) ,  X A A ( i A ) ,  X C Í J 6 ) ,  X * B P ( l f i ) ,  XG C 36 ) , X F V g R U t i l  
3 Z A l 3 ó , 3 6 ) r Z B l 3 b ) , Z C ( 3 Ó J , Z C U 3 c ) . X f  ( 36 )  , Z E t 3 6 )
C ............... L t l l Ú K A  Dos DaDCS I W l t l  A U  . *  .................................................... mm mm
BtAD (2 , 1 6 ß) Ar ALFA,  N A, NAZ, *H,  h P U Ï ,  wQôS
1 i\ P A H , n V , tv V h
C • t • • • * tLtliUfiA DAS VARi AttCAAii DAS iCHSEuVaCOES* • • • • • * » * ••• • « ■ ■■■■ 
P t  AC (2,160) tf A*vG r VAZ, VfcAfc, VtF 
C ...... .LtllUPA D a s  C U O r C E n a DAS A.rRC Xí « A R a S E TKA N S f O R M A C A O
C....... DAS He-SMAô PA«A R A D A A w C d . . .•. »• • , «•..............................
RC = 20 o 2ô 4 .806247 ; NFAkF=NvE*2 
Do 10 11 = 1 ,ftV
Pt AD (2 ,1 6 0 ) AO (2 * I A- 1 ) , X Ot ( 2 * í i .)
G «S 1= X0 (2 * I1 -1 )  ; CALL G WS 6 ; ( Gh S 1 , PD ) ,* XA (2 *1 1 - 1 )*RD  
Gf t S28XCC2* I i )  ? CALL Gl*S P C v.- *£ 2 , PD ) ; X A ( 2 * I 1 ) » R 0
10 CCMI it füE
110
C. ......LEIîURA DAS ObSERVACCES AftGlLAHfcS, ÏRAN5FORMACA0 O M
C<r. • .MEShAfi PAHA RADIAMOS fc MC.i\tAGEM CU VEIOH DOS PE&O&tv»
DU 20 N d , NA
RE AD (2,160) X ( N ) f 0 C. N ) , ( ív ) » ceS(N)
GwS=OBS(N); CADl 6MSR (GMS,'RD); ceS(N)sRD 
20 PlN)*X-./VANÇ
C L E 1.1 li R A DAS OBSERvACQES A Z I M M A X S  Bfc L APLACE ,
C . , .....ÎRA n SFORMACAO DAS MESMAS tftrA KACXANOS E C O W
C » .......TINUACAü - DA MON'IAÜEM DO VtXCR CCS PESOS......... r.****
U  (NAZ.Ew.fc) GU iO 35 
DU 30 N=1,NAZ
Rt AL 12,160) K N  + NA), -JlNfNA), CtíSÍN+NA)
G ^ S s O e S  (N + NA ) Î CAUL  GrtSHC-GMS ,-hD ) : 0 cS C Wt N A ) = RC 
F ( N + N A ) = 1 . / V A Z
30 CONTINUE
(•«•••••LEIÏUhA DAS MEDIDAS Da S EAStS. E CUN'i IinUACaO
C D A  M O N T A G E M  d o  V E Ï O R  D O S  . P E S O S . . - ........................     . . . . . . .
35 IE lNa,EQ.0) GO 10 45
DO 40 Nd. ,NB
READ (2,160) X (N+NA+NAZ ) , d ( N + NA*NAZ ) , CBS (h+tfA*NAZ) 
P(N + NA + NAZ)d./vEAS 
40 CONTINUE
C . ...... U I Ï Ü R A  DO N U M E R O  DO VEHlXCk LK CüORDENADAS Ç O N H g “
C ...»••• C XDAS E CONTINUAÇÃO d a MCtvTAGÉM CO VEXCR DOS p-E50§..
45 XE (NvF.EÜ.0) GO Ï0 55
DO 50 N d  ,NVF
NSs2*NtNA + NAZtNÉ? NP»2*r»*i + »A,*NA2 + ME 
REÂD (2,160) X(wS)
HNP)«2»lCNti)-l; l(NS)*2*lClvS)
C E S (N r )=XA (X («P ) ) ; 08S (NS)» > A 1 1 (N 5))
P ( NS ) « 1 • /V PE ? P(NP)d./VF*
50 C O N T I N U E
C. .... . „CALCULO do OUADRAÜO DA EXtEM-H ÍCXDADE...... ......
5 5  E 2 d . / A O F A d . / A i F A * * 2
C. ..... . IMPRESSÃO DOS PARAMÊIBOS AREï'iRACCS.....
CAUL ÎITULO (0,hAZ,N0#NVF.)
MNVsNV/2 
CO 60 N d  , MN V 
NX = N? N2=N+MNV
hRIie ( 3 ,  í.65) N i ,  X ü ( 2* N - i ) ,  aQ(2*N), N 2 ,  
n O ( 2 » N - l + N V ) ,  X O t 2 * M + N V )
60 CONTINUE
C ....... INICIO DO LCOP i l E R A l i V C  . . , . .  .....................
DO 150 M d , « M i l  
DC 65 L d , N P A R  
Al PL (L)=0.
DO 65 LL=1,NPAR 




€,......CALCUL0 DOS RAIL'S DAS SfcCCES fkhlDXANA t PRIft£lRD
C. . .. . * • VtRIICAL DOS m n c s s ,  DAS X .11T AMCXAS f DCS AZ1KG - 
E CNfRA-AZIMUlES, DOS Aft Gt LG’S E MCNtACEM D*S
C ..... . . EOUACCES WORM AIS PARA AwGXLCS............ .
DO 7« 1 = 1,NV 
F XJ = XA t2*L*l)
CALL RAIQS lA,E2,FlO,XN,XM)
XMER C D = X K  
X P V E R C L ) = A N 
70 CONHNUfi
DO 80 L=l,NA 
LP = L
CALL DlttED (,LP , 1 f0fK.N08s.XA , i* P A F #F i.tJ,FiK,A£)lU, 
lALlK»DriU»DFlK#SDFWfSCFiK,S/.Ll.J»SALIK>
CALL RAIOS (A,E2,FIJ,XN,XW)
C a l l a Z d i s u m a m ,f x o ,a l i o ,l f i j ,s a l x o ,s d f i j , 
UZ1J,DI0,AZ0X)
CALL RAIOS U , E2 , FIK,Xft , Xn )




If (ACAL.GT, (S.*Da I M U  .DO)J ) AC AL = ACAL*8 • 
irDAXANU.DB)
AL(L)*(OBS11)* ACA L )♦BO
CALL GERA A CA2I0, Aglk, D U .  X IK, AZJi, AZKI, 
1LP#X,0,K,NC8S,WV,Xa ,XMER,XFVtR,AA.NPAR)
CALL PATAlA ( AA . P . AD. LP . NP A'R ,.i\ OBS , Aft , AlPL )
80 CoNllWUfc
C, . . . . , . M O M A G E M  d a s EQLACOES NORMAiS A P A M I R  DOS 
C.......AZXMUXES DE LAPLACE#’.
If (NAZ.EG.0) GO IQ 95 
DO 90 L=1,NAZ 
LP=ftA+L
CALL DIMED <LP,i , J WOBS ,Xa , .AFAR ,FI J , PXK , AL'JO ,
lAtlK fDFIO,DFXK,SQXO,SDf XK , ' t S  At 10,SALIK)
CALL RAXOS (A,E2,*'lOrX8,XM)
CALL a ZO|S (XM,XM.F10,ALX0,XFX 0«S AL IO,5DF10, 
1AZI0,DI0,AZJ.X)
C a l l GIRAZ UZl«J,AZOI,lP,I,u,XA,f.v,AMtR,XPVER,
1a A,NPAR,w 0BS,DX01
ALCLP ) = COBSILP)-AZJU)*RC
CALL PATAXA CA A,P,A L,LP,KPA R,ftCfcS,Aft,ATPL)
90 CONXIwUE
C . ...... M O M  A OEM DAS &QUACCSS NORMAxS A FAR'llR DAS
C ........McDXCOES DAS BASES.................................
95 If (Wb.tQ.0) GO 10 X05
DO 100 L=1,NB 
Lf = L + ftA tNAZ
CALL DIMED (LPrl,0,K,WCB'S,XA,ftPAH,FX^rFlK,ALlOr 
IALJK,DFIO,DFXK#SDFiJ,SDFIE,SiLIJ,SAl XK)
CALL RAIOS CA,F2 ,FXO,Xft ,Xm )
CALL AZQIS UW,XM,FXO,ALIo,LFXO,'SALXO,SDFXJf 
1AZ10,DIJ,AZQ1)














C * * * * i
c • • • • <
C •« i • i
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..MONTAGEM DAS EQUAÇÕES NORMAIS A FAR1 IR pOS 
..PONTOS £>E COORDENADAS CORHÊCIL AS t *
If (NyF.EQ.l) GO '10 115 
DO 110 L*l»NPARf 
DO 117' LL»1 ,NPAR 
AA(LL)=1 .
LF=NÁ*NAZ*Ne+L? AL(LP)=0 .? AAl U t F )  >S 1




,.DLTÊRMINACAO DOS PARAMETRCS AJUSTADOS......... .
CALL AB (AN,ATPl ,XC, NPAR, ív PAR, 1 )
00 117 L L ® l , NPAR 
XF(LL)®XC(Ll)/RC 
CALL SOMAI .(XA,XF,XAA,NPAR ,1 )
,. .DETI-RMlMACAC DA VASIANCiA DA UNIDADE DE PESO 
POSTERIORI e CALCULO 00 1-RACO DA MATRIZ 
i ...W ARI ANCIA C Ô VA R1AIÍCIA DOS PA RA METROS AJUST,... 
CALL PROIBI ( X C , A T P L , V T V ».NPARI 
CALL PROINP ( A L , P «AL * VP V,N OE S )
S1GM A 2® C V P V*’ V T V ) / (NOB S-MPA R.)
SIG M A I* SIGM A 2 **1♦5 
7RACOPS0 ,
DO 120 L®1jAPAR




...TRANSFORMAÇÃO DCS PARANE'IROS ■c « GHAUS DECIMAIS 
...E ImPRESSaQ DCS MESM O S » 
LPsm
CALL IIIULO (LP,NAZ,NB,NVf)
DO 130 L=l,ftV 
N 1 = L
GMSl®XAA(2* L " l )7 6 MS2*XA A(2-* L)
CALL RGmS (GMSl)í CALL RGMS CC»S2 )
WRITE (3 ,170) Ni, GMSi, GM S2 , EMFAR (, 2 =* L - 1 ) , 
IfeMfAR(2*L)
CCN1 IwUE
WRITE (3 ,180) SIGMA2 , S K M p  TrACOP, PM
...PRESErVãCAO DOS RESULTADOS CAiCOLADOS  ...... .




FORMAI ( 20X , 2'( 5X »12 ,1 X , 2-( 3 X ,F 1 2 • 8 ) ) )
FCRMAl (2bX,12,1X ,2(4X ,f 12 « 8),3X , 2 (f 7 .4r?X)) 
FORMAI (///,29X ,1 VARIÂNCIA DA UNJDADE DE ♦ 
1 ’pfeSO A POSTERIORI • (SIC-MA2 )® *,G,/,7 IX #
2 *(SIGMaI)= ' ,G,///,30X,'IRACC CA M-yÇ *
3*d g s p a r â m e t r o s  a u u s t a d c s s ',g ,///,3SX,




C . . ..... FRQDUIQ Dfc MATR1ZES ( A B ) .
SUBROUTINE AB CA,B,r ,L,M,N)
IftPilClT BEAL fb lA"Hr C"Z)
DIMENSION A(L»M)r BtN,N), M L , U
00 5 1=1,1 
DC 5 O'® i * N 
R H » J ) S0.
DC 5 A®1»M
| R (1,0 )SR (1 ,0)4 A 111K )♦B tK » j )
RfcTURN
e nd
D* .. • . . .INVERSAO CE MATh^2^s (VtRSCl.)
Su Br OUTIN£ VERSCL tA»B» i)
IMPLICIT R f H  »a tA-H, C.Z)
ElMENcION A^I.,1), B(j)
If ( a? I • 11 «£ 0 •0 ) GO TC 3E
2§ if (I.’G Q .l ) GO 1C 10
1 A»I*1
D C 5 K * 1,I 
DC 2, Oxl i IH |  B ( J ) ® A t i , J  + i ) / A U , U
Bjo 4 L®1,IM 
DC 3 J*1»XM
3 A(D»0)*A(L^.j »J+1)"’A(l '+1»1.) * fc (■ *>: )
4 A(L,I)®-ACj^l#l)*B(I)
DC S 0*1,1




100 FORMAT Clx» ’ A (I, U®0* )
RETURN
l«D
 .... a d icac de m a t r i c e s  (s0**1 )....**
SUBROUTINE SOMAl lA#B#C»I»d>
IMPLICIT REAL * *  C A - « r  0-2)
DIMENs Iq N A(I,J), B(I#J), CII.JJ 
DC 20 L ® I'X 





C.....,.CALCULO p £ aTP A E AIPL##(|. >#»*»»
S U B g 0 y T I N E  BATATA ( * A 'P f Ay ,  L F ,  Nf AH , N0 i 2 S  , AN # ATpjJ
IMPLICIT R e AL *« (A-H, C-Z)
d i m £Ns i o n a a (NPa R)» p £n c ®s )> p L^-Nu BS)*
IAN(NEAR»NPAr I , ATPL(NFAF)
Do 10 I ® 1,NPAh
A l F L ( l ) S A l p L C l H A A ( A ) * P U f ; } * A L < L F )
Co 10 J s 1,NPa H
10 AN(i,j) = A|i,(l,J) + AA(l)*AALj)4FlLp)
pfc-iyRN 
END
TRANSF'ORMACAO DE GMS t;M P A D I Af> 0 & ..............
S U B R O U T I N E  GMSP (GNS,RD)
IMPLICIT REAL *« CA»H, 0-2)
R A D * D A l A N C l , D0 ) / 4 5 ,
A = GttS
B s C G M S - X D X N K A ) ) ' * ! » » .
D s ( 0 ” IDXNT(B))*10f*«
R D s t D / 3 b 0 0 , , * I D l N U B ) / 6 0 . 4 l D i M  (A) )*RAC 
RETURN 
E AD
.1RANSF0RMA RADI A NOS EM UNiDACfcS SfcXAGES I M A I S .. 
SU B ROUTINt RGMS (GNS)
IMPLICIT REAL ♦b (A-H, C - 2 )
R L * G M S * 4 5 , / D A) A N  (1.D0)
IGsRD
AM*lRO»lG)f60.




.CA-LCULA LATITUDE M E D I A , SEMI .t ClfERENCA
.DE L A T I T U D E  E L O N G I T U D E   ........ .
SUB ROUTINE CIM £ C (t•, I , U , K , fc C B fi , X A , N F A R , •F 1 0 , F IK 
1 A L I U ,ALIK »D F 1 0 ,DFIK,SDF J O , S D E I K ,S A L I O ,SALIKI 
IM PL IC IT  REAL *B t A - H , C-2)
D I MENSION K N O B S )  # Oi NOBS), JUNCES), XA(NPAR) 
F i J a ( X A ( 2 * X ( L ) - i ) t X A ( 2 * 0 ( L > - t ) ) / 3 .  
A L I 0 = X A ( 2 * J ( L ) ) - X A U * l ( L ) . )
DE Iu*XA 12*JI L) -1 )* XAC2 * i(L )■- I )
S D F 1 0 = D F I U / 2 , ) S A L I m -ALIJ/2.
IF IK (L )) 30 , 30,
FXK = CXA C2*I(L)-i)+XA(2*RCL)'-l))/2. 
AllK» *A (2 *K tL) )-X'AC2*I(L) )
D F I X ? X A ( 2 J*1K C L )-1)-XA (2^1(1) - I )
SCFIK=DF'IK/2 . i S A L I K = A L I K /2.
RETURN
END
.CALCULC DOS RAI-CS DAS StC-CFg i*Er ICIANA 
.E PRlM El RO  V E R T I C A L , , , , . , . , . . . . . . ............ .
SUB ROUTINE RAIOS U ,E 2 ,E 10,X N ,XiO
impl ic it real *b u - h ,  0 -2 )
B=0 SlhCFIo)**2.
XM = A * ( l . - t 2 ) / U . - E 2 * B ) * * l  .5




C.   ELA80RA CABECALEOS AC IiMFH 1 ̂ Ik R ESUITADOS.....
SUBROUTINE 1 1 'I U LG (M,NAZ,M3,MF.)
IMPLICIT HEAL *8 (A-B, C-Z)
IF ( C (NAZ.EQ .0) ,CH, CSB.LG .8) .-OR. ( N V t  .EG ,B) )
1 • AND. (NVlr .LT.2)) GO TO 3Z
10 FORMAT ( » 1 1 , 2?X * ’ A«JUSTAMEi\T,C CE REDt LE TRlANGU«f
l»LACAO g EOCESICA PILO MF.IQCC* ,/,27x,&7l**')*/# 




20 FORMAT ( ' 1 *,27X,»AJUSTAMERXC IE REDE CE TRlANGU»,
1» La CAO GEODESICA PELO MET0i G',/,;<:7X,S7(»*')»/*
2 31 X , »DE VARIACAO DE CGCRDEjvAIAS SEM INUOnCOES *, 
3* IkICIAIS’,/,31X,49(»=»),///)
30 Vi R U E  (3,20)
48 IF (M . G T »0) GO TO 68
50 WRITE (3,70)
GO 10 90 
60 WRITE (3,80) M
7 0  FORMAT ( 4 8 X , 1COQRDENADAS a PR O X I M A O A O • , / , 4 8 X ,
Vi 3 l * = »),///,20X,2(4X,*V E RT.',4x , »LATITUDE»,
27X,»LONGITUDE») ,///)
60 FORMAT (53X,»PASSO *,i1,/,S3 X ,7(' = '),///,2 4 X ,
1 'VERT,',bX,•L A TI TU DE•,7X ,'LC(vG11UDfc•,4 X ,
2 » EfsQ , LAT . ' ,4X , ' EMU, LONG,',///)
98 RETURN
E iv D
C ........CALCULA OISlAiNCIA, AZlMUIfc b CCivTHA-AZIMUTE
C ....... EiNTRE DOIS fOMTGS 50BRE C E L t t S C K E  (V ALIO A
C ........ PARA D1STANCIAS < ..... . .............. .
s u b r o u t i n e  a Zl i s  (x w ,x m ,f u ,a u o ,u f i o ,s a l i o ,
J.SDE U , A Z 1 J , D 1 0 ,  A12J1)
IMPLICIT REAL *8 (A-H, 0-Z)
P1s OATAN(1,C0)*4.
X10aALlJ*XN*DC0S(Fl0)
XIJs DF JG *X M* DCQS( SA LJ O)
AZIM = DA.TvAN2 (XIJ,TI0)
It (AStlM.LT.0) AZIMsA2IM-t2*;Rl




a z o i - a z i m +d a z + p i




C . , .....CALCULA E GERA OS E L E M E M C S  D a M AIR X Z A,
C ....... L1NHA A LI MR A , GUANDO AS tGUACO.fc.iS Dfc
C • • • • • • , 0 B SE R V A C A 0 S AO LE D 1S X A N C 1 A'S •<■*«•«**••*••••#• *
SUBhOUTINI GERAD (A Z I d ,A Z d I ,L f ,1,J ,X A ,N V ,
1X M l R ,X P V £R , A A , M  AR , NOBS 3
implicit real H  c-z)
DAMIRSION AAÍNP AR), ICNOBS), d U C B S ) ,  
IXAtNBAR), XMERÍNV3, XPVeh(NV)
RO*20<>264.8S6247 
DO 10 dd»l,NPAR 
10 A A ( d d )« 0 •
A A (2*ICLP 3»1)a-XMIR C K  L F ))* CGC S IA Zld 3/RO 
A A ( 2 * K  LP 3 ) 5-XP V ER ( I U P  ) ) * DC OS ( X A 12* X (LF ) 
l»Í)3#DSINCAZld)/BQ
A A Ç 2*d U P ) * l ) * *  X NE R tdUP).)*.CCCSCAZdD/RO




C » , .....CALCULA E GERA OS ELEMENTOS DA MATRiZ A, 
€•«...*.LXMRA A LINHA, GUANDO AS EG lACCES DE
€•* • • •• .CteSERVACAO SAG ANGULOS   *
SUBRODTINE GERAA IXZId,A Z I K ,D I d ,C I K ,A Z d X #A Z K I , 
1L ,1 rd r K , NOBS , N V t X A , XMER ,X P. V E'R , A A , N'F AR ) 
IMPLICIT REAL MU ÇA*H, C-Z)
DIMENSION AA(NPAR)# K N O B S ) ,  .c CNCb S),
IK(NOBS), XME8CNV), XPVER.INV), X A tNPAR 3 
DO 10 dd*l,APAR 
10 AA(dd)s0.
AA C2 *K L ) - l ) = X M f c R Ù K L )  ) ♦ (DSI fU AZIK 3 / 
10lK-D3IlHA2Xd)/DLd)
AA C 3*1 û  ) ) *XP vEfl ( K L  ) ) *DCCS C X a C 2 * X C L 3 *1 ) ) *
K  DCÓS ( AZId. ) /Did - DCOS t A 2 IK 3 / C 1K j
A.AC2*dU>)sXPV;EB(dCL))*DCCS,(A2dI)*DCQS
K X A Í 2 * d ( L ) « l ) 3 / 0 | d
A A ( 2«d (L 3 -1 3 =*XMER Cd (L ) J *t Si A2J i) / Did
AA(2*K(L)'"1 ) SXM|R (K (, L 3 3 ♦ Dfi In Ç A ZK 1 ) /C IK
AA(-2*K(L)3s-XPVIR(KU))*DCOS(AZK.13*
1D C Ü S U A C 2* R( L)* 1) ) / DÍ K
RETURN
EftD
CALCULA E GERA CS E L E M E M C S  DA XA1R1Z A , 
LINHA A LIMHA , OUAN0C AS LOLACOitS DL
CfcSfeRVACAO SAO AZIMUTES Ct LAtLACt........
SüBHOuUNfc GERAZ CAZ,IO,AZüI,LE,lru,XA,NV, 
1XMLR,XPVê R, AA,hP'AR,NOBS»LIu )
IMPl ICIT REAL «ti CA-H, C-Z)
DIMENSION IINOBS), G(NCBS), Xa UPAR), 
iXMERCNy ) , XPVER(NV), AA(.fcPAR)
DG 10 00*1,NPAR 
AA(OO)*0.
AA(2*LCLP)",A):sXMER£X(LPJ ) ̂ Dg Ií\ (AZIO)ZDIO 
* A C 2 * 1 ( LP ) ) *-XP V f. R ( IC LP ) ) * DC Oi ( A Z iO ) *CCOS 
l (XAC2*Í (LP)-1))/DIõ - G S I R U A  .(2*1 .(LP)~1)> 





CALCULA O pROD. INÏ, DE 2 V.feToRfcg PESADOS 
S L 0ROUTINË PROINP (V» P, *» V;iPv, 0) 
IRPLICIX REAL *b (A-H, C-Z)
DIMENSION VtO), P CO ) , Vi 10)
DG 10 1=1,0
V1PV = VTPV + V ( I ) * P U  )**(!)
FfeTwRN 
ER D
.CALCULA 0 PROGtriC INTEFRC Dfc tClS VtTÓRLS 
SLBROUTINÊ P R Q I M  ( V , w, VI V ,;G )
IAPLICI'1 REAL *è (A*H , C-Z)
DIMENSION VCO), WCO)
DG 10 1=1,0
V1V = Vï V + V U )*W(1)
r l t u r n
e n d
118
SliBhOUTlNE E S t U t C  (AlÜÿ Z A , Z B , Z C , Z C , M , N , L ) 
Dl«EN5lON 
5 = 0 .DO 
DC 1 1 = 1 , M
1 §*S + AîiÎI,l)**2
I f  ( S . 6 1 . 1 , 0 - 5 )  6C 10 4
2 DÛ 3 1 * 1 , «
3 ZA(1,1)=0,00 
GO 10 6
4 DO 5 1 * 1 , «
5 ZA(i,I>=AfcU,l)/S6 DÛ 1? K=t,i 
K*=K+1
00 7 1*1  ,K 
Z D U ) = 0 ,
00 7 0=1,«
I Z D C 1 ) s Z 0 CI ) *' 2 A £1, J) 4AN W #  RK)
10 9 1=1,M
2 C U ) s 0  m  a o = i , k  
a t C 11 ) = 2 C CI î + A M CI, 07 f z » CO )
9 |OU)=AM(l,KK)-ZCtI)
DC 10 1 = 1, M
If (D A B S (Z CCI)).61.1.D-b) GC 10 14
10 CQMTlftUK 
S s l . 0 0
DO 11 1=1,K
I I  5 = S « Z ü C l ) r * 2  
00 13 1 = 1 , M Z B ( 1 ) = 0 .
DÛ 12 0  = 1,K
12 Z Ê ( I ) = Z B ( I ) + Z D C U ) » Z A C U , i )
13 Zti(l)=ZB(I)/S 
60 10 17
14 5 = 0 .DO 15 1 = 1 , M
15 S s S * Z C ( I ) * * 2  
DO 16 X=i ,M
16 Z 0 ( i ) s Z c U ) / S
17 DO 22 0 = 1,M 
DO 18 1 * 1 , K
18 Za Q , 0 ? = Z A U , 0 ) - 2 D « ) * Z 8 ( j )
22 ZACK*1,Ü)*ZB(U)
19 CONÏIfoUE
CC 20 1 = 1 , M 
DO 20 0=1,H20 A î r C I , 0 ) = Z A Î l , 0 )
REIORN
END
